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Resumo
Um dos motivos da gravitac~ao n~ao poder ser inclusa no modelo padr~ao e a
sua n~ao renormalizabilidade. Quase todas as propostas para a quantizac~ao
da gravidade conduzem a existe^ncia de um comprimento mnimo que age
como um regularizador natural. Tal efeito sugere uma relac~ao de incerteza
generalizada entre os operadores de posic~ao e momento o que resulta em
uma relac~ao de comutac~ao modicada desses operadores, e assim alterando
toda a estrutura da meca^nica qua^ntica. Neste trabalho nos calculamos
a ordem de grandeza deste comprimento mnimo atraves da energia do
estado fundamental do atomo de hidroge^nio na teoria de Dirac, baseado
na relac~ao de comutac~ao de Quesne-Tkachuck. Comparando com dados
experimentais, nos obtivemos que o valor do comprimento mnimo e de
ordem de grandeza menor ou igual a 10 20m.
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Abstract
One of the reasons for gravity can not be included in the standard model
is its non-renormalizability. Almost all the proposals for the quantization
of gravity leads to existence of a minimal length which acts as a natural re-
gulator. That eect suggests a generalized uncertaintly relations between
position and momentum operators what results in a modied commutation
relation between these operators, and thus changing the whole structure
of quantum mechanics. In this work we calculate the magnitude of this
minimum length through the energy of the ground state of the hydrogen
atom in Dirac's theory, based on the Quesne-Tkachuck commutation re-
lation. Comparing with experimental data, we obtained the value of the
minimum length is orders of magnitude less than or equal to 10 20m.
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1.1 Introduc~ao
Na descric~ao da esse^ncia basica da natureza, em seu carater mais pri-
mordial, est~ao estabelecidas atualmente a existe^ncia de quatro interac~oes
fundamentais. S~ao elas: a interac~ao forte, responsavel pela interac~ao en-
tre os quarks; a interac~ao eletromagnetica, responsavel, por exemplo,
pela forca repulsiva entre eletrons; a interac~ao fraca, comumente vista
no decaimento beta e a interac~ao gravitacional, entre outras situac~oes,
observada no movimento dos astros celestes. A interac~ao forte e de uma
magnitude de cerca de cem vezes maior que a eletromagnetica que por
sua vez, e de magnitude tpica mil vezes maior que a fraca, essa ultima
sendo da ordem de 1034 vezes mais intensa que a gravitacional. Essas
interac~oes s~ao descritas por modelos que se baseiam na emiss~ao e ab-
sorc~ao de partculas mediadoras de spin inteiro (com ou sem massa),
conhecidas como bosons, por partculas de spin semi-inteiros (tambem
com ou sem massa), conhecidas por fermions, dentro de uma prescric~ao
fsica consistente com a meca^nica qua^ntica e a relatividade restrita.
Uma vez que o alcance das interac~oes forte e fraca e curtssimo, em geral
intranuclear, a maioria dos feno^menos que ocorrem a partir da escala
ato^mica ate a ordem do tamanho do universo pode ser descrita pela
eletrodina^mica (dista^ncias interato^micas) e pela gravitac~ao (dista^ncias
de metros a anos-luz). A gravitac~ao, ate este momento, resiste a uma
descric~ao compatvel com a meca^nica qua^ntica, contudo essa incompati-
bilidade n~ao se traduz em efeitos observacionais signicativos, visto que,
possveis correc~oes gravitacionais para feno^menos nos domnios ato^mico e
sub-ato^mico s~ao extremamente insignicantes. Todavia, a eletrodina^mica
n~ao pode descrever feno^menos nesses domnios sem o requerimento de
que seja consistente com a meca^nica qua^ntica. Assim, historicamente
surgiu a necessidade de se construir uma teoria que descrevesse feno^menos
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eletromagneticos obedecendo a essa exige^ncia. A eletrodina^mica qua^ntica
surgiu dentro desse contexto, fundamentada sobre a uni~ao entre relati-
vidade restrita e meca^nica qua^ntica, como a primeira teoria qua^ntica de
campos. O sucesso atingido foi t~ao notavel que motivou a extens~ao de
formulac~oes de teorias de campos para os outros tipos de interac~oes exis-
tentes. O formalismo da teoria qua^ntica de campos acomoda situac~oes
em que o numero de partculas n~ao permanece constante, o que a torna
extremamente conveniente para descrever, por exemplo, processos como
a emiss~ao e a absorc~ao de fotons por atomos.
O maior desao da fsica teorica nas ultimas decadas, tem sido ten-
tar descrever essas quatro interac~oes de forma unicada em uma unica
conjectura teorica que seja uma teoria do tudo. O chamado modelo
padr~ao consegue descrever essas interac~oes unicadamente, atraves dos
mesmos princpios matematicos, por meio da teoria qua^ntica de campos,
a unica excess~ao e a interac~ao gravitacional. A aplicac~ao dos princpios
da teoria qua^ntica de campos a gravitac~ao faz com que essa se apre-
sente n~ao renormalizavel, de modo que n~ao e possvel lhe atribuir sen-
tido fsico. Ao longo das ultimas decadas, algumas teorias surgiram no
intuito de tentar descrever a interac~ao gravitacional quanticamente de
maneira que essa possua sentido fsico consistente. A teoria de cordas e
a gravitac~ao qua^ntica de lacos te^m sido muito promissoras nesse sentido,
embora ainda n~ao possam ser comprovadas experimentalmente. Uma
das mais interessantes conseque^ncias da tentativa de unicac~ao das in-
terac~oes fundamentais e que teorias de quantizac~ao da gravitac~ao te^m
conduzido a existe^ncia de um comprimento observavel mnimo, da ordem
da escala de Planck lp =
q
G}
c3 , algo em torno de 10
 33cm. O argumento
plausvel em favor da existe^ncia de um comprimento mnimo e baseado
no raciocnio de que as altas energias utilizadas na tentativa de se re-
solver pequenas dista^ncias, perturbam signicativamente a estrutura do
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espaco-tempo atraves de efeitos gravitacionais, sendo assim, existiria um
limite maximo de localizabilidade. Desse modo, a gravitac~ao qua^ntica e
na verdade uma teoria que dispensa renormalizac~ao, pois esse compri-
mento mnimo age como um regularizador natural.
Surge, ent~ao, a quest~ao de como o formalismo da teoria qua^ntica deve
ser reformulado ou generalizado para incorporar consistentemente o com-
primento mnimo. E natural, embora n~ao trivial, assumirmos o compri-
mento mnimo como uma incerteza mnima n~ao nula em medidas da
posic~ao de uma partcula, xmin > 0. Sendo assim, nenhum ente fsico
que nos chamamos de partcula, pode ser descrito como pontual e bem
localizado em um ponto do espaco. A existe^ncia de um comprimento
mnimo, por sua vez, exige um princpio da incerteza generalizado, que
em uma dimens~ao pode ser escrito como [24]
px  }
2
[1 + (p)2 + ]; (1.1)
o que sera discutido no decorrer do trabalho. Isso difere do princpio
da incerteza de Heisenberg da forma como o conhecemos. Naquele caso,
o menor valor possvel para x e zero (quando p tende a innito),
aqui, no princpio da incerteza generalizado, o menor valor possvel
e xmin = }
p
, o que implica imediatamente que n~ao ha autoesta-
dos fsicos do operador de posic~ao, visto que um autoestado, por de-
nic~ao, possui incerteza igual a zero. Ha ainda muitas outras con-
seque^ncias, tanto conceituais como algebricas, para o formalismo da
meca^nica qua^ntica quando generalizada por considerarmos um compri-
mento mnimo, o que vamos expor posteriormente, pois e um dos obje-
tivos deste trabalho.
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O objetivo principal deste trabalho e estimarmos um limite superior para
o comprimento mnimo com base em algum dado experimental ja conhe-
cido. Para isso, vamos utilizar o sistema do atomo de hidroge^nio e cal-
cular a energia do seu estado fundamental atraves dessa teoria qua^ntica
modicada. O estado fundamental modicado pela teoria generalizada
com comprimento mnimo (que, como veremos, e func~ao de xmin) ao
ser comparado com o que se conhece experimentalmente, fornecera um
limite superior para xmin . Correc~oes para o espectro de energia do
atomo de hidroge^nio, devido a presenca de um comprimento mnimo
foram calculadas por muitos autores [14, 28, 30, 19, 12, 23]. F. Brau, ci-
tado na primeira refere^ncia, foi quem primeiro utilizou a correc~ao devido
ao comprimento mnimo no calculo do estado fundamental do atomo de
hidroge^nio, para estimar um valor maximo para xmin. Ele obteve um
valor da ordem de 10 17m utilizando a teoria (que e n~ao relativstica)
de Schroedinger. Surge da a motivac~ao do nosso trabalho. Nos zemos
o calculo para o caso relativstico, generalizando a teoria de Dirac do
atomo de hidroge^nio no cenario em que se considera a existe^ncia do com-
primento mnimo, utilizando a algebra covariante de Quesne-Tkachuk
[9, 10, 33] para redenirmos os operadores de posic~ao e momento dentro
desse novo cenario. Esperamos que correc~oes de estrutura na da teoria
relativstica fornecam uma restric~ao maior para o comprimento mnimo
do que aquela obtida por Brau.
Este trabalho esta organizado da seguinte maneira: o captulo 1, de in-
troduc~ao, visa situar o leitor sobre o panorama da fsica teorica atual e
onde esse trabalho se encontra dentro disso. O captulo 2 trata de uma
revis~ao da meca^nica qua^ntica, abordando somente os aspectos principais
que sofrem modicac~oes quando inclumos o comprimento mnimo na te-
oria, como por exemplo o princpio da incerteza e o conceito de medida.
No captulo 3, comecamos a discutir sobre os argumentos em favor da
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existe^ncia de um comprimento mnimo e assumindo-o como existente,
passamos a expor as principais modicac~oes que isso traz para o for-
malismo da teoria qua^ntica. O captulo 4 e uma revis~ao da meca^nica
qua^ntica relativstica de uma partcula simples, ou seja, a teoria de Di-
rac aplicada ao atomo de hidroge^nio, pois e nesse sistema que preten-
demos aplicar as modicac~oes causadas pelo comprimento mnimo a m
de calcula-lo. O captulo 5 e o captulo principal deste trabalho, onde
aplicamos os princpios apresentados nos captulos anteriores para ob-
termos o hamiltoniano de Dirac do atomo de hidroge^nio modicado pelo
comprimento mnimo e, por m, calcularmos o estado fundamental mo-
dicado e comparando-o com dados experimentais, obtermos um valor
para xmin. Por ultimo, no captulo 6 apresentamos a conclus~ao dos
nossos resultados obtidos.
Captulo 2
Meca^nica qua^ntica
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2.1 Introduc~ao
Ate o seculo XIX toda descric~ao fsica dos feno^menos da natureza estava
fundamentada sobre os pilares da meca^nica newtoniana e do eletromag-
netismo de Maxwell. A meca^nica de Newton descrevia o movimento dos
corpos, desde a queda de uma mac~a na superfcie da Terra as orbitas
dos astros celestes. Eletricidade, magnetismo e optica por sua vez, fo-
ram unicados com a teoria de Maxwell do eletromagnetismo que previu
a existe^ncia de ondas eletromagneticas, como a propria luz. Naquela con-
jectura, qualquer feno^meno fsico que envolvesse transporte de momento
linear e energia era descrito em termos de uma entre duas entidades
fsicas, as partculas ou as ondas. Enquanto as partculas eram entida-
des pontuais e bem localizadas no espaco, as ondas eram entidades que se
propagavam em toda uma regi~ao espacial que matematicamente era des-
crita por um campo. Assim, os feno^menos caram caracterizados como
feno^menos ondulatorios, ou feno^menos corpusculares. No incio do seculo
XX, exatamete em 1900, a interpretac~ao de Max Planck do feno^meno da
radiac~ao de corpo negro deu incio ao surgimento da fsica qua^ntica. A
partir da, outros feno^menos comecaram a revelar uma caracterstica de
dualidade para as ondas e as partculas. O efeito fotoeletrico, interpre-
tado por Einstein, evidenciou um carater corpuscular para a radiac~ao. O
experimento de difrac~ao com eletrons evidenciou um carater ondulatorio
para as partculas. A teoria atualmente aceita nos diz que as entida-
des fsicas possuem essa caracterstica de dualidade, mas que apenas um
dos aspectos, corpuscular ou ondulatorio, se manifesta em uma dada si-
tuac~ao.
A fsica qua^ntica estuda os feno^menos que ocorrem na escala ato^mica ou
subato^mica para os quais a fsica classica (que e como chamamos a fsica
existente antes do surgimento da fsica qua^ntica) falha na tentativa de
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explicar. Embora alguns feno^menos qua^nticos tenham sido bem explica-
dos por modelos teoricos elaborados por Planck, Einstein e outros, uma
teoria qua^ntica geral, no sentido de matematicamente englobar qualquer
feno^meno qua^ntico, so foi formulada a partir de 1925 por Schroedinger,
Dirac e Heisenberg, dentre outros, a chamada meca^nica qua^ntica. O
atomo de hidroge^nio foi o primeiro sistema que raticou o sucesso da
meca^nica qua^ntica, sendo observada a concorda^ncia inquestionavel entre
previs~ao teorica e resultados experimentais.
Neste captulo pretendemos apresentar as principais ideias que comp~oem
as bases da meca^nica qua^ntica. Comecamos com a descric~ao dos pos-
tulados que regem a meca^nica qua^ntica, sobre os quais esta estruturada
toda a teoria. Na sec~ao seguinte, falamos sobre o princpio da incerteza
de Heisenberg, assunto que sera constante neste trabalho. Ainda comen-
tamos sobre a estrutura matematica da meca^nica qua^ntica: espaco de
Hilbert, bases, operadores lineares, func~ao de onda, etc. Nossa aborda-
gem e somente qualitativa em certos aspectos, pois este captulo deve ser
visto apenas como um pre-requisito necessario para a compreens~ao do en-
foque principal deste trabalho, que e determminar a ordem de grandeza
da escala de comprimento mnimo, xmin, que surge quando a meca^nica
qua^ntica e reformulada levando em considerac~ao uma incerteza mnima
n~ao nula na posic~ao, que induz uma modicac~ao da relac~ao de comutac~ao
entre x^ e p^ e consequentemente sobre a estrutura da meca^nica qua^ntica.
2.2 Os princpios da meca^nica qua^ntica
Em meca^nica classica a descric~ao de um sistema se da em termos de
suas coordenadas generalizadas qi e seus momentos conjugados pi, que
s~ao chamadas variaveis dina^micas, onde i = 1; 2; :::; n, sendo n o numero
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de graus de liberdade do sistema. A lagrangiana L e usada para denir
o momento conjugado,
pi :=
@L
@ _qi
: (2.1)
A especicac~ao das variaveis dina^micas como func~oes (reais) do tempo
nos permite conhecer a posic~ao e a velocidade de qualquer ponto do
sistema em qualquer instante, se elas forem conhecidas em um instante
inicial t0. Todas as grandezas fsicas associadas ao sistema s~ao descritas
em termos de suas variaveis dina^micas e o movimento do sistema pode
ser determinado atraves das equac~oes de Euler-Lagrange ou das equac~oes
cano^nicas de Hamilton,
dqi
dt
=
@H
@pi
(2.2)
e
dpi
dt
=  @H
@qi
: (2.3)
A energia total E do sistema, por exemplo, e dada pelo Hamiltoniano
classico, que no caso de uma partcula simples de massa m sujeita a um
pontencial escalar V (~r; t) e dado por
H(~r; ~p; t) =
p2
2m
+ V (~r; t) (2.4)
E facil vericar, atraves das equac~oes de Hamilton, que as equac~oes que
descrevem o movimento do sistema dado por esse hamiltoniano s~ao bem
conhecidas e dadas por
d~r
dt
=
~p
m
(2.5)
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e
d~p
dt
=  ~rV (2.6)
Em suma, na descric~ao classica de um sistema fsico, temos ent~ao que:
1. O estado do sistema em um instante t0 e denido especicando n
coordenadas generalizadas qi(t0) e seus momentos conjugados pi(t0).
2. O valor em um dado instante de qualquer grandeza fsica mensuravel
e completa e exatamente determinado se o estado do sistema e co-
nhecido naquele instante. Desse modo, conhecendo o estado do
sistema, e possvel predizer com certeza o resultado de qualquer
medida realizada naquele instante.
3. A evoluc~ao no tempo do estado do sistema e dada pelas equac~oes
de Hamilton. Como s~ao equac~oes diferenciais de primeira ordem,
sua soluc~ao qi(t) e pi(t) e unica e o estado do sistema e conhecido
em qualquer instante se o seu estado inicial for conhecido.
Do ponto de vista da meca^nica qua^ntica o cenario e completamente di-
ferente e a teoria, para que tenha interpretac~ao fsica, ainda deve ser
capaz de descrever:
1. Como o estado de um sistema qua^ntico e descrito matematicamente
em um dado instante?
2. Como predizer resultados de medidas das grandezas fsicas uma vez
dado esse estado?
3. Como o estado do sistema pode ser conhecido em um instante t
qualquer, se ele e conhecido em um instante t0?
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A meca^nica qua^ntica esta fundamentada sobre alguns postulados que
nos d~ao as respostas dessas perguntas. Vamos apresenta-los a partir de
agora [7].
Postulado 1
Em um dado instante t0, o estado de um sistema fsico e denido espe-
cicando um ket j i pertencente ao espaco de estados E .
A cada j i pertencente a E esta associada uma func~ao  (~r) = h~rj i cor-
respondente, pertencente ao espaco das func~oes quadrado-integraveis1.
Sendo E um espaco vetorial, este postulado implica no princpio da super-
posic~ao, pois uma combinac~ao linear de vetores de estado desse espaco e
um vetor de estado pertencente a ele. Em uma das sec~oes que se seguem
discutiremos algumas propriedades referentes a este espaco vetorial e
suas implicac~oes.
Postulado 2
Toda grandeza fsica mensuravel A e descrita por um operador A^ atu-
ando em E , este operador e um observavel.
Diferente da meca^nica classica, na meca^nica qua^ntica as grandezas fsicas
s~ao descritas por operadores atuando em um espaco vetorial, n~ao por
func~oes reais. Um observavel e basicamente um operador auto-adjunto,
portanto seus autovalores s~ao numeros reais, tal que seus autovetores
formam uma base do espaco de Hilbert2, H, o que e necessario para que
os postulados possam ser aplicados consistentemente e a teoria descrita
1S~ao func~oes, em geral complexas, cuja integral do quadrado de seus modulos em todo o espaco e
nita.
2Espaco de Hilbert e um espaco vetorial, com produto interno, completo, ao qual pertencem as
func~oes quadrado-integraveis.
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matematicamente tenha coere^ncia fsica.
Postulado 3
O unico resultado possvel da medida de uma grandeza fsica A e um
dos autovalores de seu observavel A^ correspondente.
Como a fsica e descrita no universo dos numeros reais, esse e o motivo
pelo qual os operadores que representam as grandezas fsicas devem ser
auto-adjuntos, pois seus autovalores, como ja dito anteriormente, s~ao
numeros reais. E valido notar que se o espectro de A^ e discreto, os resul-
tados que se podem obter ao realizarmos medidas de A s~ao quantizados.
Postulado 4
A probabilidade de obter o autovalor an ao se realizar uma medida da
grandeza fsica A e P (an) = hunj ih juni, onde j i e o estado (normali-
zado) do sistema antes da medida e juni s~ao os autovetores normalizados
do operador A^, que por simplicidade, para nossos propositos, considera-
mos ter um espectro discreto e n~ao-degenerado.
As previs~oes que podemos obter ao realizarmos uma medida s~ao ape-
nas probabilsticas e n~ao mais determinsticas como na fsica classica, ou
seja, n~ao e possvel prever exatamente que resultado sera obtido ao se
fazer uma medida de uma certa grandeza fsica do sistema em um estado
geral arbitrario.
Postulado 5
Se a medida da grandeza fsica A do sistema no estado j i da o resul-
tado an, o estado do sistema imediatamente apos a medida e a projec~ao
normalizada P^nj i sobre o autosubspaco associado a an.
22
Esse postulado signica dizer que o sistema sempre e perturbado ao se
realizar uma medida, ou seja, n~ao existe observador ideal, de modo que e
impossvel realiza-la sem interferir no estado do sistema antes da medida.
Postulado 6
A evoluc~ao temporal de um vetor de estado j (t)i e regida pela equac~ao
de Schroedinger,
i}
d
dt
j (t)i = H^(t)j (t)i; (2.7)
onde H^(t) e o operador hamiltoniano do sistema.
A equac~ao de Schroedinger desempenha um papel fundamental na meca^-
nica qua^ntica, pois ela e que determina a evoluc~ao temporal de um sis-
tema fsico. Atraves dela e possvel determinarmos qual sera a forma
funcional do vetor de estado que descreve o sistema em um instante t
qualquer, se ele e conhecido em um instante inicial t0. Assim e possvel
predizer, dentro do contexto dos postulados anteriormente citados, o re-
sultado de medidas de grandezas fsicas realizadas no instante t.
Diferentemente das leis da meca^nica classica, os resultados previstos
pelas leis da meca^nica qua^ntica fogem do nosso senso comum ou da
nossa intuic~ao. Os postulados apresentados acima constituem as bases
da meca^nica qua^ntica. Todo e qualquer sistema de ordem de grandeza
da escala ato^mica e subato^mica, portanto, no domnio qua^ntico, s~ao go-
vernados por essas leis. Nas sec~oes que se sucedem discutiremos com
mais detalhes alguns dos aspectos e conceitos importantes associados a
esses postulatos.
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2.3 O princpio da incerteza
O princpio da incerteza e um enunciado da meca^nica qua^ntica que imp~oe
restric~ao a precis~ao com que se pode conhecer simultaneamente o valor
das medidas de um dado par de observaveis, por exemplo, os observaveis
x^ e p^, associados as grandezas x e p que representam a coordenada x da
posic~ao e do momento linear de uma partcula, respectivamente.
Intuitivamente, consideremos o seguinte exemplo: quando se deseja de-
terminar a posic~ao de um eletron, e necessario faze^-lo interagir com al-
gum instrumento de medida. Por exemplo, fazendo-o interagir com al-
gum tipo de radiac~ao incidente. Para se determinar a posic~ao do eletron,
e necessario que a radiac~ao tenha comprimento de onda da ordem de
grandeza da incerteza com que se quer determinar a posic~ao. Nesse caso,
quanto menor for o comprimento de onda (maior freque^ncia) maior e a
precis~ao. No entanto, maior sera a energia cedida pela radiac~ao (onda
ou foton) em virtude da relac~ao de Planck entre energia e freque^ncia da
radiac~ao,
E = }!: (2.8)
Assim, o eletron sofrera um \recuo", que sera maior quanto maior for
essa energia, em virtude do efeito Compton. Consequentemente, a ve-
locidade sofrera uma alterac~ao de modo n~ao previsvel, ao contrario do
que armaria a meca^nica classica. Argumentos similares podem ser usa-
dos para mostrarmos que ao se tentar medir a velocidade com precis~ao, a
posic~ao sofrera uma alterac~ao de modo n~ao totalmente previsvel. Assim,
podemos dizer que tudo acontece de maneira que quanto mais precisa for
a medida de uma grandeza, mais imprecisa sera a medida da grandeza
canonicamente conjugada3 correspondente, se desejamos determina-las
3Duas grandezas A e B s~ao canonicamente conjugadas quanto seu pare^nteses de Poisson e igual a
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simultaneamente.
E possvel, matematicamente, mostrarmos que dois observaveis que co-
mutam possuem uma base de auto-vetores em comum. Se x^ e p^ comutas-
sem haveria uma base formada por auto-vetores simulta^neos de ambos
que seriam tambem auto-vetores de todos os demais observaveis A^(x^; p^),
desse modo, reobteramos a meca^nica classica, apenas com uma outra
formulac~ao. Sendo assim, quanticamente devemos ter x^ e p^ n~ao comu-
tantes. A forma correta desse comutador, que implica em uma coere^ncia
entre experimentos e formulac~ao teorica e que faz com que recuperemos a
meca^nica classica num certo limite apropriado, chamado limite classico,
e a chamada relac~ao de comutac~ao de Heisenberg
[x^; p^] = i}I: (2.9)
Agora, em termos da formulac~ao matematica da meca^nica qua^ntica, o
princpio da incerteza pode ser visto da seguinte maneira. Consideremos
dois operadores A^ e B^, como o operador da posic~ao e o operador do
momento. Em geral, os autoestados de um operador n~ao s~ao os mes-
mos autoestados do outro operador. Consequentemente, de acordo com
os postulados 3 e 5, se o sistema esta em um estado qua^ntico onde a
grandeza A e bem denida, ent~ao, a grandeza B n~ao sera bem denida.
Havera uma incerteza na grandeza B. Mas, e se o sistema estiver num
estado onde a grandeza A e bem denida e efetuarmos uma medida na
grandeza B? Pode-se pensar, ent~ao, que saberemos exatamente o valor
de ambas as grandezas. Mas isso esta errado. Devido ao postulado 5 da
meca^nica qua^ntica, se uma medida de uma grandeza qualquer B revela
o valor bn, ent~ao o sistema \e perturbado pela medida" e passa para
o autoestado jbni correspondente a grandeza B, de modo que a gran-
um, fA;Bg = 1.
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deza A deixa de ter seu valor bem denido. Ent~ao, supondo que dois
operadores A^ e B^ n~ao possuem os mesmos autoestados, se efetuarmos
em um sistema qualquer a medida da grandeza A, e encontrarmos um
certo valor, o sistema se torna um autoestado de A^, com um valor bem
denido de A e uma incerteza no valor de B. Se, apos isso, efetuarmos
uma medida no valor de B, ent~ao lancamos o sistema num autoestado
de B^, com um valor bem denido de B e uma incerteza no valor de A.
Com isso, dizemos que e impossvel saber simultaneamente o valor da
grandeza A e da grandeza B. A incerteza entre a posic~ao e o momento
proposta por Heisenberg e, ent~ao, uma conseque^ncia dos postulados da
meca^nica qua^ntica e n~ao um postulado por si so.
Quantitativamente essa situac~ao e expressa nas chamadas Relac~oes de
Incerteza da Meca^nica Qua^ntica. Como a norma de qualquer vetor per-
tencente ao espaco de Hilbert e positiva denida, devemos ter


"
A^+
h j[A^; B^]j i
2h j(B^)2j iB^
#
j i

  0 (2.10)
onde A^ = A^   h jA^j i e analogamente para B^. De onde podemos
obter
h(A^)2ih(B^)2i  jh[A^; B^]ij
2
4
; (2.11)
que sera uma igualdade apenas se (2.10) tambem for uma igualdade,
pois o unico vetor cuja norma e igual a zero e o proprio vetor nulo. O
valor de
q
h(A^)2i e o desvio medio padr~ao de medidas realizadas do
observavel A^, isto e, a media de quanto essas medidas desviam do valor
medio, o que pode ser interpretado como uma incerteza A nas medidas
desse observavel.
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A equac~ao (2.11) expressa matematicamente o fato de que se os ob-
servaveis A^ e B^ n~ao comutam, n~ao sera possvel conhecer com precis~ao
arbitrariamente grande, simultaneamente, os valores das grandezas A e
B. Esse e o caso da grandeza x que determina a posic~ao de uma partcula
e da grandeza p que determina seu momento linear, cujos observaveis as-
sociados x^ e p^ n~ao comutam. Para esse par de observaveis a equac~ao
(2.11) se torna
px  }
2
: (2.12)
Portanto, quanto mais preciso for o conhecimento sobre a posic~ao de
uma partcula, menos preciso sera o conhecimento do seu momento e
vice-versa. Entretanto, o princpio da incerteza n~ao limita o conheci-
mento exato da posic~ao ou do momento de uma partcula, isto e, n~ao
impossibilita que se tenha incerteza arbitrariamente proxima de zero
para uma dessas grandezas. Podemos conhecer com incerteza arbitra-
riamente pequena o valor da posic~ao da partcula, desde que tenhamos
uma incerteza que tenda para innito no seu momento linear e vice-
versa, o que pode ser visto na equac~ao (2.12). Contudo, veremos que um
vetor de estado para o qual x ou p s~ao exatamente nulos n~ao per-
tence ao espaco de Hilbert, portanto, n~ao representa um estado fsico.
Isso signica que embora a incerteza na posic~ao ou no momento possam
ser arbitrariamente proximas de zero, n~ao podem ser exatamente nulas.
2.4 Operadores lineares e o espaco de Hilbert
Conforme o postulado 2, em meca^nica qua^ntica, uma variavel dina^mica
generica A e representada por um operador (observavel) A^ que atua em
vetores de um espaco vetorial particular, chamado espaco de Hilbert.
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Aqui A^ e um operador linear e portanto satisfaz a seguinte propriedade:
A^(c1 1 + c2 2) = c1(A^ 1) + c2(A^ 2): (2.13)
O espaco de Hilbert e o espaco dos vetores cuja norma (ou produto
interno) e nito, por conseguinte e composto por func~oes quadrado-
integraveis
hf jfi =
Z b
a
f (x)f(x)dx <1; (2.14)
seus vetores s~ao ortogonais entre si e formam um conjunto completo, ou
seja, uma base desse espaco. Isso signica que qualquer vetor perten-
cente a ele pode ser expandido como uma combinac~ao linear dos demais
(princpio da superposic~ao).
Os operadores lineares atuam na func~ao de onda (vetor) do sistema
transformando-a em outra func~ao tambem pertencente ao espaco de Hil-
bert. Aqui, no contexto da meca^nica qua^ntica, esses operadores s~ao
restritos a classe dos operadores hermitianos. Um operador hermitiano
e aquele em que o seu adjunto resulta nele mesmo, A^ = A^y. Os autova-
lores de um operador hermiteano s~ao reais e as autofunc~oes associadas
as esses autovalores s~ao ortogonais, portanto, o produto escalar de duas
func~oes que diagonalizam um operador hermitiano e nulo.
Em meca^nica qua^ntica x e p s~ao representados por operadores de mul-
tiplicac~ao e diferenciac~ao que atuam em func~oes de onda quadrado-
integraveis da posic~ao  (x) = hxj i e do momento  (p) = hpj i, onde
jxi e jpi s~ao \autoestados" da posic~ao e do momento, respectivamente.
Em outras palavras, jxi representa uma partcula exatamente localizada
no ponto x (e que portanto tem incerteza x = 0) e jpi representa uma
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partcula cujo momento linear e exatamente igual a p (analogamente
p = 0), de modo que para esses estados temos,
x^jxi = xjxi (2.15)
e
p^jpi = pjpi (2.16)
Estritamente falando, jxi e jpi n~ao s~ao estados fsicos, pois eles n~ao s~ao
normalizaveis, portanto n~ao pertencem ao espaco de Hilbert.
Conforme a interpretac~ao probabilstica, se jxi e o autovetor que repre-
senta uma partcula exatamente localizada na posic~ao x, de acordo com
o postulado 4, hx0jxi = 0 para x0 6= x. O que e evidente, visto que
hx0jxi e a amplitude de probabilidade de uma partcula localizada exa-
tamente em x ser encontrada em x0 6= x. Porem, ainda de acordo com
a interpretac~ao probabilstica tem-se
R1
 1 jhx0jxij2dx0 = 1. Essas duas
propriedades deixam claro que hx0jxi n~ao pertence a R e a norma de jxi
n~ao esta bem denida. Portanto os vetores jxi n~ao pertencem ao espaco
de Hilbert e a express~ao hxj i n~ao teria sentido fsico no contexto da
meca^nica qua^ntica. Contudo, e ainda possvel contornarmos matemati-
camente essa situac~ao, trata-los como estados fsicos e ainda aplicarmos
consistentemente a eles a interpretac~ao probabilstica.
A m de solucionarmos esse problema, observemos que os autovetores
de x^ e p^ podem ser aproximados por seque^ncias de estados fsicos com
incertezas arbitrariamente proximas de zero na posic~ao e no momento.
Por exemplo, no caso do operador x^, os seus autovetores jxi podem ser
considerados como uma seque^ncia de estados jxx i para os quais o valor
29
esperado de x^ e x e sua incerteza e x ! 0. Assim podemos denir a
func~ao de onda da posic~ao de uma partcula como  (x)  lim
x!0
hxx j i,
onde primeiro efetua-se o produto interno e depois do resultado e que se
toma o limite. Para uma seque^ncia escolhida adequadamente esse limite
esta bem denido. Deste modo, contornamos o problema denindo-se
uma seque^ncia de estados aproximadamente localizados em x e tomando
o limite em que essa aproximac~ao e cada vez mais precisa. Uma vez que
hxx j i e a amplitude de probabilidade de um sistema que se encontra
no estado j i estar localizado em torno de x com incerteza x, o limite
desse termo quando x! 0 representa a amplitude de probabilidade do
sistema estar exatamente localizado em x, ou seja, a sua func~ao de onda.
Quando x  0 temos hxx jxx0 i  0 para x 6= x0, de modo que os jxx i
formam, aproximadamente, um conjunto ortonormal completo, ou seja,
Z
jxx ihxx j  1; (2.17)
que pode ser usado para denirmos um produto interno de func~oes no
espaco de Hilbert
lim
x!0
Z
hjxx ihxx j idx = hj i; (2.18)
ou
hj i =
Z
(x) (x)dx: (2.19)
Essa e a mesma express~ao que seria obtida se tivessemos usado como
base os auto-vetores do operador x^ ignorando os problemas de sua n~ao
normalizabilidade. De fato, operacionalmente, os resultados que s~ao ob-
tidos por meio desse artifcio de utilizarmos uma seque^ncia de estados
aproximadamente localizada em torno de x s~ao os mesmos que seriam
30
obtidos se tivessemos utilizado os auto-vetores de x^ e suas propriedade
de ortogonalidade e completeza sem precedentes. Assim, para um ob-
servavel A^ qualquer vale
lim
x!0
hxx jA^j i = hxjA^j i: (2.20)
Ent~ao, e comum utilizarmos a notac~ao hxjA^j i e tratarmos os auto-
vetores de x^ como se fossem, de fato, estados fsicos, embora saibamos
que por tras dessa simbologia exista o processo limite que ja foi mencio-
nado. Consequentemente, os auto-vetores de p^, que a princpio tambem
n~ao representam estados fsicos, tambem podem ser tratados utilizando-
se dos mesmos princpios que foram usados para os auto-vetores de x^.
Duas representac~oes s~ao possveis para os operadores x^ e p^, uma em
termos dos auto-vetores de x^ e outra em termos dos auto-vetores de p^.
No primeiro caso temos
hxjx^j i = x^ (x) = x (x) (2.21)
e
hxjp^j i = p^ (x) =  i} @
@x
 (x): (2.22)
No segundo caso temos
hpjx^j i = x^ (p) = i} @
@p
 (p) (2.23)
e
hpjp^j i = p^ (p) = p (p): (2.24)
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E facil vericar que para qualquer uma dessas duas representac~oes a
relac~ao de comutac~ao de Heisenberg para os operadores x^ e p^ e satis-
feita. A representac~ao em termos de p^ sera particularmente util, pois
no proximo captulo veremos que no cenario em que ha uma incerteza
mnima n~ao nula na posic~ao, n~ao e possvel existir autoestados fsicos
do operador de posic~ao, x^. Portanto, a algebra do espaco de Hilbert
nesse caso sera toda denida em termos da representac~ao no espaco dos
momentos.
2.5 O processo de medida e onda plana
O postulado 5 fala de uma perturbac~ao fundamental existente em qual-
quer processo de medida realizado em um sistema qua^ntico, essa \in-
terfere^ncia"exercida pelo instrumento de medida sobre o sistema lanca
esse ultimo, imediatamente apos a medida, em um estado qua^ntico que
e a projec~ao normalizada da func~ao de onda antes da medida sobre o
subespaco gerado pelos auto-vetores associados ao autovalor obtido na
medida. Essa e a situac~ao no caso de um espectro discreto. No caso de
um espectro contnuo, em que se deseja, por exemplo, determinar a loca-
lizac~ao espacial de uma partcula realizando uma medida de sua posic~ao,
deve-se levar em conta que medir exatamente o autovalor a dentre um
contnuo de valores possveis, seria realizar uma medida com resoluc~ao
innita (a resoluc~ao de uma medida e, por denic~ao, o inverso da incer-
teza dessa medida), tal aparato na pratica n~ao existe e, alem disso, o
estado do sistema apos a medida seria o auto-vetor jai que n~ao pertence
ao espaco de Hilbert, portanto, n~ao e um estado fsico possvel, devido as
quest~oes apresentadas na sec~ao anterior. Assim, para o caso contnuo, o
postulado 5 na verdade signica dizer que medir um autovalor a e medir
um intervalo Iaa = [a   a2 ; a + a2 ] centrado em a de largura a. Esse
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intervalo e mais proximo de zero quanto maior for a resoluc~ao do aparato
utilizado para se realizar a medida, mas nunca podera ser exatamente
igual a zero.
Suponhamos que ao se realizar a medic~ao da coordenada x de uma
partcula o resultado tenha sido o intervalo Ixx . Imediatamente apos
a medida o estado qua^ntico da partcula passa a ser P^xj i, onde P^x pro-
jeta j i no subespaco gerado por todos os auto-vetores de x^ associados
aos autovalores x0 pertencentes a Ixx . Nessas condic~oes tem-se
P^x =
Z x+ x2
x  x2
jx0ihx0jdx0: (2.25)
E como se o aparato medisse n~ao diretamente os autovalores de x^, mas
sim se o sistema encontra-se localizado em uma regi~ao espacial pre-
determinada ou n~ao. N~ao faz sentido perguntar se o sistema encontrasse
em um unico ponto, mas sim a probabilidade de sua distribuic~ao ao
longo de uma regi~ao determinada de tamanho x, que pode ser proxima
de zero, mas n~ao exatamente igual a zero, o que seria um ponto no sen-
tido matematico.
Podemos determinar a func~ao de onda que representa uma partcula
exatamente localizada em um ponto x, isto e, aquela para a qual x = 0
e portanto p ! 1. Para isso, observe que da positividade da norma
temos x^+ h[x^; p^]i2h(p^)2ip^

j i
  0: (2.26)
Como vimos na sec~ao 2.3 isso implica
xp  }
2
: (2.27)
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Portanto, um estado qua^ntico para o qual xp = }2 deve satisfazer
x^  hx^i+ h[x^; p^]i
2h(p^)2i(p^  hp^i)

j i = 0: (2.28)
Projetando em hpj temos
hpjx^j i =

hx^i+ h[x^; p^]i
2h(p^)2ihp^i

hpj i   h[x^; p^]i
2h(p^)2ihpjp^j i; (2.29)
ou
@
@p
 =

 ihx^i
}
+
hp^i
2(p)2

   p
2(p)2
 ; (2.30)
cuja soluc~ao, conhecida como func~ao de onda Gaussiana, e dada por
 (p) / e ihx^i} pexp

  p
2
4(p)2
+
hp^ip
2(p)2

: (2.31)
Ent~ao, essa e a func~ao de onda que representa uma partcula cujo estado
qua^ntico satisfaz xp = }2 . Tomando o limite quando p!1, temos
a func~ao de onda da partcula para a qual x = 0
 (p) / e ihx^i} p: (2.32)
Assim, a func~ao de onda que representa uma partcula exatamente lo-
calizada na posic~ao x = hx^i e uma onda plana com vetor de onda dado
por k = p=}. Como ja adiantamos, tal func~ao n~ao representa um estado
fsico possvel, pois n~ao pertence ao espaco de Hilbert, uma vez que ela
n~ao e quadrado-integravel, entretanto ela pode ser usada como base do
espaco de Hilbert sem conseque^ncias devido ao que ja foi discutido na
sec~ao precedente.
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2.6 A equac~ao de Schroedinger
Em 1926, Erwin Schroedinger propo^s uma equac~ao que descreve a evoluc~ao
temporal do vetor de estado j (t0)i, que representa o estado de um
sistema qua^ntico em um instante t0. Essa equac~ao desempenha na
meca^nica qua^ntica um papel similar ao da segunda lei de Newton na
meca^nica classica. Mediante a equac~ao de Schroedinger, conhecendo
j (t)i em todo t e possvel fazermos previs~oes sobre os valores de uma
grandeza fsica mensuravel em um instante qualquer, dentro do contexto
da meca^nica qua^ntica, ou seja, em termos de probabilidades, como ja foi
discutido nas sec~oes antecedentes. Tal equac~ao, que preve^ uma descric~ao
quantitativa da taxa de variac~ao de j (t)i em relac~ao a t, e expressa por
i}
d
dt
j (t)i = H^(t)j (t)i: (2.33)
Escrevendo o hamiltoniano explicitamente

p^2
2m
+ V^ (t)

j (t)i = i} d
dt
j (t)i: (2.34)
Projetando sobre os autovetores do operador de posic~ao, em tre^s di-
mens~oes teremos
h~xj

p^2
2m
+ V^ (t)

j (t)i = h~xji} d
dt
j (t)i: (2.35)
Portanto, a equac~ao de Schroedinger na representac~ao dos autovetores
do operador de posic~ao, e dada por
"
 }2~r2
2m
+ V (~x; t)
#
 (~x; t) = i}
@
@t
 (~x; t): (2.36)
Para uma dada func~ao energia potencial V (~x; t) a soluc~ao dessa equac~ao
e a func~ao de onda  (~x; t) que descreve a evoluc~ao temporal do sistema,
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atraves da qual pode-se calcular os valores medios de qualquer observavel
em um instante qualquer. O grande sucesso da equac~ao de Schroedin-
ger como a equac~ao que descreve a evoluc~ao temporal de um sistema
qua^ntico foi obtido em sua aplicac~ao ao caso do atomo de hidroge^nio.
Ali foi possvel determinar os nveis de energia quantizados do sistema,
bem como os valores do momento angular do eletron e as transic~oes
possveis para um eletron entre os nveis de energia quantizados.
Agora, vamos mostrar que assim como no eletromagnetismo, onde existe
uma lei de conservac~ao da carga eletrica atraves de uma equac~ao que re-
laciona a densidade supercial de corrente ~J e da densidade volumetrica
de carga , aqui existe uma lei de conservac~ao similar onde a quantidade
conservada e a probabilidade. Tomemos
 (~x; t)
("
 }2~r2
2m
+ V (~x; t)
#
 (~x; t) = i}
d
dt
 (~x; t)
)
: (2.37)
Do mesmo modo, tomemos da equac~ao de Schroedinger conjugada
 (~x; t)
("
 }2~r2
2m
+ V (~x; t)
#
 (~x; t) =  i} d
dt
 (~x; t)
)
: (2.38)
Subtraindo essas duas equac~oes, temos
  }
2
2m
h
 (~x; t)~r2 (~x; t) +  (~x; t)~r2 (~x; t)
i
=
i}

 (~x; t)
@
@t
 (~x; t) +  (~x; t)
@
@t
 (~x; t)

: (2.39)
Que pode ser colocada na forma
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  }
2
2m
~r:
h
 (~x; t)~r (~x; t)   (~x; t)~r (~x; t)
i
=
i}
@
@t
[ (~x; t) (~x; t)] : (2.40)
ou
~r: }
2mi
h
 (~x; t)~r (~x; t)   (~x; t)~r (~x; t)
i
+
@
@t
[ (~x; t) (~x; t)] = 0: (2.41)
Assim
~r: ~J + @
@t
 = 0; (2.42)
onde denticamos  =  (~x; t) (~x; t) como a densidade de probabilidade
e ~J = }2mi [ 
(~x; t)~r (~x; t)   (~x; t)~r (~x; t)] como a densidade de cor-
rente de probabilidade. Portanto, a func~ao de onda  (~x; t) que e soluc~ao
da equac~ao de Schoeredinger, a qual descreve a evoluc~ao temporal de um
sistema qua^ntico, possui atribuida a si uma interpretac~ao probabilstica
e e consistente com uma equac~ao de conservac~ao. Analogamente ao ele-
tromagnetismo, essa equac~ao mostra que a probabilidade e conservada.
2.7 Meca^nica qua^ntica: Considerac~oes nais
O objetivo principal deste trabalho e quanticar xmin, que surge quando
a meca^nica qua^ntica e reformulada levando-se em considerac~ao uma
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incerteza mnima n~ao nula na posic~ao, ou seja, uma modicac~ao do
princpio da incerteza de Heisenberg. Para tal, aplicaremos essa meca^nica
qua^ntica generalizada ao sistema do atomo de hidroge^nio na teoria re-
lativstica. Este captulo teve o intuito de ser o ponto de partida para
a elaborac~ao deste trabalho e portanto, de servir como uma revis~ao da
meca^nica qua^ntica (n~ao relativstica), ou um pre-requisito, a m de fa-
cilitar a nossa compreens~ao do objetivo principal. Nos apresentamos os
postulados da meca^nica qua^ntica e suas implicac~oes. Introduzimos os
conceitos de espaco de Hilbert, bases, operadores lineares, observaveis,
func~ao de onda, etc. Na sec~ao 2.3 falamos de princpio da incerteza de
Heisenberg pois e um tema chave neste trabalho, visto que a existe^ncia
de um xmin n~ao nulo implica na modicac~ao do princpio da incer-
teza, induzindo a elaborac~ao de uma meca^nica qua^ntica generalizada,
o que sera visto no proximo captulo. Encerramos o captulo falando
sobre a equac~ao de Schroedinger e sua consiste^ncia com a conservac~ao
da probabilidade, o que se fez necessario, visto que a meca^nica qua^ntica
relativstica, que apresentaremos no captulo 4, e construda baseada
nessa mesma consiste^ncia. A meca^nica qua^ntica relativstica modicada
no cenario do comprimento mnimo sera utilizada no captulo 5 aplicada
ao atomo de hidroge^nio a m de determinarmos o comprimento mnimo.
Captulo 3
Comprimento mnimo na meca^nica
qua^ntica
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3.1 Introduc~ao
Como se sabe, a meca^nica qua^ntica tem sua estrutura matematica fun-
damentada basicamente sobre a algebra de Heisenberg, isto e, na relac~ao
de comutac~ao entre os observaveis x^ e p^. O cenario de um novo efeito
qua^ntico que se reita em uma modicac~ao na forma da relac~ao de co-
mutac~ao afeta, por conseque^ncia, toda formulac~ao teorica da meca^nica
qua^ntica, o que poderia incluir ate uma reformulac~ao de seus conceitos.
Um dos maiores problemas na tentativa de unicar a gravidade com as
outras interac~oes fundamentais, portanto quantiza-la, num cenario da
teoria qua^ntica de campos, e que a gravidade qua^ntica se apresenta n~ao-
renormalizavel. Tem sido longamente sugerido que a teoria qua^ntica
da gravitac~ao, por si propria, conduz a um \cut-o"efetivo no ultravi-
oleta, isto e, a um comprimento mnimo observavel. O argumento e
baseado no raciocnio de que as altas energias utilizadas na tentativa de
se sondar pequenas dista^ncias, perturbam signicativamente a estrutura
do espaco-tempo atraves de efeitos gravitacionais, sendo assim, existiria
um limite maximo de localizabilidade, o que sera explicado com mais
detalhes no decorrer deste captulo. E natural, embora n~ao trivial, as-
sumir que um comprimento mnimo deveria, teoricamente, do ponto de
vista qua^ntico, ser descrito como uma incerteza mnima n~ao nula xmin
em medidas da posic~ao. Isso implicaria em uma relac~ao de incerteza
modicada (digamos generalizada) tal que no limite de baixas energias
se tenha a relac~ao de incerteza de Heisenberg. Ora, uma modicac~ao
na relac~ao de incerteza implica em uma modicac~ao na relac~ao de co-
mutac~ao, o que por sua vez altera toda estrutura da meca^nica qua^ntica.
Contudo, a ideia da existe^ncia de um comprimento mnimo e anterior a
qualquer tentativa de quantizac~ao da gravidade. Devido as diverge^ncias
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que surgem na teoria qua^ntica de campos, na decada de 1930, W. Heisen-
berg concluiu que um comprimento fundamental deveria existir o qual
agiria como um \cut-o" natural nas integrais divergentes [17, 38]. Hei-
senberg tentou, sem sucesso, introduzir um comprimento mnimo per-
mitindo que as componentes do operador de posic~ao n~ao comutem. So
depois de 1947 foi que H. S. Snyder propo^s uma algebra covariante de
Lorentz dos operadores de posic~ao e momento na qual as componentes
do operador de posic~ao n~ao comutam. Isso conduziu a um espaco-tempo
n~ao-contnuo e, deste modo, um comprimento mnimo e introduzido na
teoria [16]. Em 1994, S. Majid e H Ruegg propuseram uma modicac~ao
para as relac~oes de comutac~ao das coordenadas do espaco-tempo que
tornaram-se conhecidas como -Poincare Algebra [34]. No mesmo ano
A. Kempf, G. Mangano and R. B. Mann iniciaram um desenvolvimento
da matematica basica da meca^nica qua^ntica em um cenario de compri-
mento mnimo [4]. M Bronstein foi o primeiro a perceber que a quan-
tizac~ao da gravidade conduz a um limite para a precis~ao de uma medida,
e consequentemente a existe^ncia de um comprimento mnimo [21], mas
foi apenas em 1964 que C. A. Mead reconheceu a releva^ncia do papel
que a a gravidade desempenha na tentativa de sondar uma regi~ao cada
vez menor do especo-tempo [6]. A partir da, ao longo dos anos, mui-
tos trabalhos foram publicados sobre comprimento mnimo em diferentes
contextos.
Neste captulo nos propomos a apresentar as principais modicac~oes que
ocorrem na estrutura da meca^nica qua^ntica quando se leva em con-
siderac~ao o comprimento mnimo. Nosso ponto de partida sera uma
relac~ao de comutac~ao modicada que e coerente com a relac~ao de in-
certeza modicada citada no paragrafo anterior, a qual conduz a uma
incerteza mnima n~ao nula na posic~ao. Uma vez que n~ao se pode tomar
x t~ao pequeno quanto se queira, n~ao e mais possvel existir autoestados
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fsicos do operador de posic~ao, visto que um autoestado deve ter x = 0.
Contudo, ainda e possvel uma representac~ao em termos dos autoestados
do operador p^. Vamos mostrar como o conceito de medida da posic~ao de
uma partcula apresentado no captulo 2 deve ser modicado, no cenario
do comprimento mnimo, em termos do que chamamos de estados de
maxima localizac~ao.
3.2 A evide^ncia teorica de um comprimento mnimo
Embora a teoria qua^ntica de campos tenha tido sucesso ao unicar as
interac~oes fundamentais, exceto a gravitac~ao, atraves do modelo padr~ao,
o seu grande inconveniente e o fato de seus calculos conduzirem a quan-
tidades divergentes (innitos) que a princpio n~ao fornecem sentido fsico
ao que se deseja calcular. Na maioria dos casos, essa situac~ao indesejavel
e satisfatoriamente contornada utilizando-se procedimentos de renorma-
lizac~ao, atraves dos quais uma quantidade nita e extrada desses in-
nitos atribuindo-lhes signicado fsico. No entanto, tais procedimentos
s~ao criac~oes \ad hoc"e \nossa conanca na correc~ao de seus resultados
e baseada somente em seus excelentes acordos com a experie^ncia, n~ao
na consiste^ncia interna ou na ordenac~ao logica dos princpios fundamen-
tais da teoria"[37]. Embora a renormalizac~ao forneca uma conex~ao bem
sucedida entre os calculos com resultados divergentes que surgem na teo-
ria qua^ntica de campos e os resultados experimentais, essas diverge^ncias
te^m sido algumas vezes interpretadas como evide^ncias de, possivelmente,
uma contradic~ao interna da teoria, de alguma hipotese equivocada e/ou
da ause^ncia de alguma hipotese necessaria para a consiste^ncia da teo-
ria com ela propria num sentido mais geral. Por conseguinte, os bem
sucedidos metodos de renormalizac~ao passaram a ser questionados du-
rante a tentativa de se quantizar o campo gravitacional aplicando-lhe
os mesmos princpios utilizados pela teoria qua^ntica de campos as ou-
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tras interac~oes, com o intento de se construir uma teoria unicada entre
meca^nica qua^ntica e relatividade geral. As diverge^ncias que surgiram na
tentativa de quantizac~ao da gravitac~ao apresentaram-se n~ao renorma-
lizaveis [22] e os innitos, que antes podiam ser contornados, passaram
a ser uma limitac~ao da teoria. Esse impasse impulsionou a hipotese da
existe^ncia de um comprimento mnimo que serviria de \cut-o", agindo
como um regularizador natural da teoria, uma vez que a inclus~ao da
interac~ao gravitacional, ao mesmo tempo que torna as diverge^ncias mais
graves, torna tambem mais evidente a existe^ncia desse efeito regulariza-
dor.
Como argumento simples em favor da existe^ncia de um comprimento
mnimo, vamos pensar no seguinte: de acordo com o princpio de incer-
teza, medir a posic~ao de uma partcula com precis~ao cada vez maior tem
como conseque^ncia uma imprecis~ao proporcionalmente, cada vez maior,
no seu momento linear. Ora, de acordo com a relatividade geral, mo-
mento linear e capaz de proporcionar uma curvatura no espaco-tempo.
Assim, incertezas na medida do momento linear da partcula produzem,
como conseque^ncia, utuac~oes qua^nticas na geometria espaco-temporal
(ou, o que signica dizer o mesmo, no campo gravitacional), o que im-
plica em uma imprecis~ao na trajetoria da partcula. Isso signica que ao
se tentar determinar a posic~ao de uma partcula com precis~ao cada vez
maior, e produzida uma perturbac~ao cada vez maior no campo gravi-
tacional, que tem como conseque^ncia um maior desconhecimento sobre
a posic~ao dessa partcula, ao contrario do que se desejava. Ent~ao, hi-
poteticamente, tudo se passa como se em vez da relac~ao de incerteza
px  }2 existisse uma relac~ao de incerteza efetiva que seria da forma
px  }
2
[1 + (p)2 + ]; (3.1)
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onde  e  s~ao positivos e independentes de p e x (mas podem,
em geral, depender dos valores medios de x^ e p^). O primeiro termo
do segundo membro corresponde ao princpio de incerteza puramente
qua^ntico, valido a escalas de energias baixas o suciente para que se
possa negligenciar a curvatura do espaco-tempo, enquanto o restante
esta associado ao efeito gravitacional mencionado e torna-se relevante a
medida que se te^m envolvidas energias cada vez mais altas.
Esse tipo de relac~ao de incerteza generalizada tem surgido no contexto
da gravidade qua^ntica e da teoria de cordas [24], e permite expressar a
ideia, n~ao trivial, de que um comprimento mnimo na teoria qua^ntica
deveria ser descrito como uma incerteza mnima na medida da posic~ao,
xmin. Aqui n~ao e mais possvel trabalharmos com a representac~ao dos
autoestados do operador de posic~ao jxi, visto que um autoestado da
posic~ao deve ter, por denic~ao, x = 0, o que n~ao e mais permitido no
cenario qua^ntico em que se considera um comprimento mnimo. Em um
caso mais geral, uma relac~ao de incerteza da forma
px  }
2
[1 + (x)2 + (p)2 + ]; (3.2)
conduziria a uma incerteza mnima em ambos, posic~ao xmin e mo-
mento pmin, para  positivo. Nesse caso, na ause^ncia de ambas as
representac~oes jxi e jpi, uma alternativa e trabalharmos com a repre-
sentac~ao de Bargmann-Fock [2].
3.3 O espaco de Hilbert
Neste trabalho, vamos nos ater ao caso onde ha incerteza mnima n~ao
nula somente na posic~ao, portanto estamos lidando com a situac~ao da
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equac~ao (3.1). Na sec~ao 2.3 foi mostrado que da positividade da norma
nos podemos obter
xp  jh[x^; p^]ij
2
: (3.3)
E facil vericar, com o uso da inequac~ao acima, que a relac~ao de incerteza
(3.1) e consistente com uma relac~ao de comutac~ao do tipo
[x^; p^] = i}[1 + p^2]: (3.4)
Nos construiremos uma representac~ao no espaco de Hilbert de tal relac~ao
de comutac~ao. Antes de tudo, devemos deixar claro que, em geral, deve-
mos requerer que vetores que representam estados fsicos sejam norma-
lizaveis e tenham valores medios bem denidos da posic~ao e do momento,
bem como incertezas bem denidas dessas quantidades. Isso implica que
estados fsicos sempre pertencem ao domnio comum, onde os operado-
res x^, p^, x^2, p^2 s~ao simetricos. A relac~ao de incerteza correspondente a
relac~ao de comutac~ao (3.4) e
px  }
2
[1 + (p)2 + hp^i2]: (3.5)
Para obtermos o valor mnimo de x, tomamos a igualdade e isolamos
x no primeiro membro, escrevendo-o explicitamente como func~ao de
p, ou seja, x = x(p), em seguida derivamos com relac~ao a p
para obtermos xmin em termos de hp^i, assim temos
xmin(hp^i) = }
p

p
1 + hp^i2: (3.6)
Desse modo, a incerteza absolutamente menor possvel na posic~ao e
xmin = }
p
: (3.7)
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Para a relac~ao de incerteza (3.5) n~ao ha nenhuma incerteza mnima em
p. De fato p pode assumir qualquer valor de zero a innito.
Como foi visto no captulo anterior, em meca^nica qua^ntica ordinaria1
x^ e p^ s~ao representados como operadores de multiplicac~ao ou diferen-
ciac~ao que atuam em func~oes de onda quadrado-integraveis da posic~ao
 (x) = hxj i e do momento  (p) = hpj i, onde jxi e jpi s~ao \auto-
estados"da posic~ao e do momento, respectivamente. Vimos que jxi, o
qual representa uma partcula exatamente localizada no ponto x (e, por-
tanto, tem incerteza x = 0) e jpi, o qual representa uma partcula cujo
momento linear e exatamente igual a p (analogamente p = 0), n~ao
s~ao estados fsicos, propriamente ditos, pois eles n~ao s~ao normalizaveis
e portanto n~ao pertencem ao espaco de Hilbert. Contudo, vimos que
esses autoestados podem ser aproximados com precis~ao arbitraria por
seque^ncias de estados fsicos de localizac~ao arbitrariamente decrescente
na posic~ao e no momento. Aqui, no cenario do comprimento mnimo,
isso n~ao e mais possvel para os autoestados do operador de posic~ao x^,
visto que vetores j i que representam estados fsicos devem ser tais que
xj i =
p
h j(x^  h jx^j i)2j i  xmin: (3.8)
Uma vez que n~ao existem mais autoestados da posic~ao jxi na repre-
sentac~ao da algebra de Heisenberg, n~ao sera mais possvel, em termos
da algebra de Heisenberg, encontrarmos uma representac~ao em jxi para
um vetor de estado j i resultando na func~ao de onda  (x) = hxj i, a
qual descreve a amplitude de probabilidade de uma partcula no estado
qua^ntico j i estar exatamente localizada no ponto x. Ent~ao, como re-
cuperar alguma informac~ao sobre a localizac~ao de uma partcula nesse
cenario em que se considera um comprimento mnimo? A resposta dessa
1E como vamos nos referir a meca^nica qua^ntica onde efeitos de um comprimento mnimo n~ao s~ao
considerados.
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pergunta sera dada neste captulo. Uma teoria qua^ntica n~ao pode deixar
de dar alguma informac~ao, que faca sentido, sobre a localizac~ao de uma
partcula que se pretende estudar.
Na ause^ncia da representac~ao jxi, a soluc~ao mais obvia para construc~ao
do espaco de Hilbert nesse novo contexto e utilizarmos a representac~ao
jpi. Assim, de fato, a algebra de Heisenberg pode ser representada
atraves da func~ao de onda no espaco dos momentos  (p) = hpj i. E
facil ver que no espaco dos momentos os operadores p^ e x^ podem ser
representados da seguinte maneira
p^ (p) = p (p) (3.9)
e
x^ (p) = i}(1 + p2)
@
@p
 (p): (3.10)
Isso pode ser vericado observando-se que essa representac~ao satisfaz
perfeitamente a relac~ao de comutac~ao (3.4).
Os operadores p^ e x^ s~ao simetricos, portanto
(h jp^)ji = h j(p^ji) (3.11)
e
(h jx^)ji = h j(x^ji): (3.12)
Mas agora, o produto escalar se torna
h ji =
Z +1
 1
dp
1 + p2
 (p)(p): (3.13)
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A simetria de p^ e obvia. A simetria de x^ pode ser vericada realizando-se
uma integrac~ao por partes
Z +1
 1
dp
1 + p2
 (p)i}(1 + p2)
@
@p
(p) =
Z +1
 1
dp
1 + p2

i}(1 + p2)
@
@p
 (p)

(p): (3.14)
Portanto, o fator (1 + p2) do integrando no espaco dos momentos e
necessario para cancelar o fator correspondente do operador x^.
O operador identidade pode ser expandido como
I =
Z +1
 1
dp
1 + p2
jpihpj (3.15)
e o produto escalar de auto estados do momento consequentemente e
hpjp0i = (1 + p2)(p  p0): (3.16)
Nada disso exclui a existe^ncia de autovetores formais, vamos assim dizer,
do operador de posic~ao. De fato, existem diagonalizac~oes desse opera-
dor. Contudo, os autovetores obtidos ao se diagonalizar o operador de
posic~ao n~ao representam estados fsicos, visto que eles possuem, como
veremos, valor medio innito na energia.
No espaco dos momentos, a equac~ao de autovalor para o operador de
posic~ao toma a forma
i}(1 + p2)
@
@p
 (p) =  (p) (3.17)
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que pode ser resolvida para obtermos os auto vetores formais da posic~ao
normalizados
 (p) =
p


1=2
exp

 i 
}
p

arctg(
p
p)

: (3.18)
Uma analise estrutural mais detalhada da forma funcional do operador
de posic~ao e de seus autovetores formais foi realizada em [5]. Ela mostra
que esse operador de posic~ao n~ao e mais essencialmente auto-adjunto,
mas apenas simetrico. Em vez disso, existe uma famlia de para^metros
de extens~oes auto-adjuntas do operador de posic~ao. Assim, nos podemos
construir uma famlia de para^metros de diagonalizac~oes de x^. Para isso,
vamos calcular o produto escalar dos auto-vetores formais da posic~ao
j i
h 0j i =
p


Z +1
 1
dp
1 + p2
exp

 i(  
0)
}
p

arctg(
p
p)

=
2}
p

(  0)sen
(  0)
2}
p

: (3.19)
Os autovetores formais da posic~ao em geral n~ao s~ao ortogonais. Todavia,
de (3.19) nos podemos ver que existe uma famlia de diagonalizac~oes de
x^. O conjunto de autovetores parametrizados por  2 [-1, 1[,
fj (2n+)}pi=n 2 Zg; (3.20)
consiste de auto vetores mutuamente ortogonais, visto que
h (2n+)}pj (2n0+)}pi = nn0: (3.21)
Ent~ao, existe diagonalizac~ao para o operador de posic~ao. Assim, po-
deramos ser levados a pensar que estamos descrevendo estados fsicos
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com seus autovetores formais, o que n~ao e verdade. Os autovetores
formais da posic~ao n~ao representam estados fsicos, eles n~ao est~ao no
domnio de p^, que sicamente signica que eles te^m incerteza innita no
momento e, em particular, energia innita
h j p^
2
2m
j i = divergente: (3.22)
De uma maneira geral, nos podemos concluir que vetores j i que te^m
incerteza bem denida na posic~ao xj i e s~ao tais que
0  xj i < xmin; (3.23)
n~ao possuem energia nita, portanto n~ao descrevem estados fsicos. As-
sim, diferente da meca^nica qua^ntica ordinaria, os autovetores formais de
x^, com incerteza pertencente a regi~ao citada, n~ao podem mais ser apro-
ximados por uma seque^ncia de estados fsicos, de energia nita, onde a
incerteza na posic~ao decresceria a zero. Em vez disso, existe um limite
maximo para a localizabilidade.
3.4 Recuperando a informac~ao sobre a posic~ao
Na sec~ao 2.5 apresentamos uma descric~ao sobre o processo de medida na
meca^nica qua^ntica ordinaria que estava intimamente ligado ao fato de x^
ser um observavel. Uma vez que no cenario do comprimento mnimo n~ao
e mais possvel existir autoestados do operador x^ que representem esta-
dos fsicos, os autoestados de x^ n~ao mais formam uma base do espaco de
Hilbert e assim, x^ deixa de ser um observavel. Sendo assim, como pode
ser dada alguma informac~ao sobre a localizac~ao espacial de um sistema
fsico quando se considera o comprimento mnimo? Antes, hxj i descre-
via a amplitude de probabilidade de uma partcula no estado qua^ntico
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j i estar exatamente localizada no ponto x. Agora, sem os auto veto-
res de x^, como podemos calcular a probabilidade de se encontrar uma
partcula em uma determinada regi~ao espacial? Essas perguntas ser~ao
respondidas nesta sec~ao.
A informac~ao sobre a posic~ao ainda e acessvel, mas para isso, e ne-
cessario introduzirmos o conceito de estados de maxima localizac~ao.
Um estado de maxima localizac~ao j ml i, e um estado fsico para o qual
h ml jx^j ml i =  (3.24)
e
(x)j ml i = xmin: (3.25)
Portanto, um estado de maxima localizac~ao representa uma partcula
localizada ao redor de um ponto x =  com incerteza mnima possvel
xmin na sua localizac~ao, ou seja, maximamente localizada. Para cal-
cularmos esses estados maximamente localizados, devemos nos lembrar
que como foi mostrado na sec~ao 2.5, um vetor de estado j i so podera
pertencer ao limite da regi~ao sicamente permitida (isto e, satisfazer
xp = jh[x^;p^]ij2 ) se ele satisfaz
x^  hx^i+ h[x^; p^]i
2h(p^)2i(p^  hp^i)

j i = 0: (3.26)
No espaco dos momentos, utilizando a relac~ao de comutac~ao generalizada
(3.4), isso toma a forma da equac~ao diferencial

i}(1 + p2)
@
@p
  hx^i+ i}

1 + (p)2 + hp^i2
2(p)2

(p  hp^i)

 (p) = 0;
(3.27)
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a qual pode ser resolvida para obtermos
 ml (p) = N(1 + p
2) 
1
2exp

 ihx^iarctg(
p
p)
}
p


: (3.28)
Vale lembrar que foi usado o fato de que a incerteza menor possvel
x = xmin ocorre, de acordo com (3.6), para hp^i = 0. Esses esta-
dos podem ser normalizados para obtermos a func~ao de onda no espaco
dos momentos dos estados que s~ao maximamente localizadas (isto e,
(x)j ml i = xmin ) ao redor de um ponto  (portanto, h ml jx^j ml i = )
que e dada por
 ml (p) =

2
p


 1
2
(1 + p2) 
1
2exp

 iarctg(
p
p)
}
p


: (3.29)
Os estados de maxima localizac~ao j ml i s~ao os que mais se aproximam,
quando se considera o comprimento mnimo, dos autoestados ji do ope-
rador x^ na meca^nica qua^ntica ordinaria. No captulo 2, nos denimos
ji atraves de uma seque^ncia jxi cujo limite se aproxima do seu valor
mnimo, x = 0. Aqui j ml i tambem pode ser visto dessa maneira, mas
agora com o valor mnimo de x sendo igual a xmin. A func~ao de onda
no espaco dos momentos de um estado maximamente localizado  ml (p)
e uma especie de onda plana generalizada. E facil vericar que quando
 ! 0 ela se torna a onda plana apresentada na sec~ao 2.5.
Podemos vericar tambem que os estados de maxima localizac~ao os quais
possuem energia nita s~ao estados fsicos propriamente ditos
h ml j
p^2
2m
j ml i =
2
p


Z +1
 1
dp
(1 + p2)2
p2
2m
=
1
2m
: (3.30)
Atraves do produto interno, podemos ver tambem que esses estados, em
geral, n~ao s~ao mutuamente ortogonais
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h ml0 j ml i =
2
p


Z +1
 1
dp
(1 + p2)2
exp

 i(   
0)
}
p

arctg(
p
p)

=
1

"
(   0)
2}
p

 

   0
2}
p

3# 1
sen

(   0)
2}
p


: (3.31)
Agora mostraremos que o conceito de estado de maxima localizac~ao e
de suma importa^ncia na descric~ao da localizac~ao espacial de um sistema
fsico, dentro desse contexto do comprimento mnimo, onde n~ao mais e
possvel tal descric~ao atraves dos autovetores do operador de posic~ao,
como na meca^nica qua^ntica ordinaria. Se uma partcula e especicada
por um estado fsico arbitrario j i, podemos projeta-lo sobre um estado
de maxima localizac~ao j ml i para obtermos
 () = h ml j i (3.32)
A interpretac~ao fsica de  (), que chamaremos de func~ao de onda de
quase posic~ao, e a de que ela representa a amplitude de probabilidade
de encontrarmos a partcula maximamente localizada ao redor do ponto
, com incerteza xmin.
Mas, e quando a situac~ao se trata de um processo de medic~ao, do ponto
de vista da meca^nica qua^ntica, ao se considerar o comprimento mnimo?
Nesse caso, quando e realizada uma medida da posic~ao de uma partcula,
com a maxima resoluc~ao possvel, a perturbac~ao fundamental faz com
que o sistema colapse para o respectivo estado de maxima localizac~ao
j ml i, cujo projetor associado e
Pml = j ml ih ml j (3.33)
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Dizemos que o resultado da medida e , ou seja, que a partcula encontra-
se localizada em uma regi~ao espacial centrada em  com largura xmin.
A rigor, n~ao poderamos dizer que esse processo e uma medida, pois
n~ao apresentamos um observavel a ela associado. Mas num sentido me-
nos formal podemos considera-lo como tal, visto que ele fornece uma
informac~ao sobre a localizac~ao espacial do sistema.
No formalismo qua^ntico onde se considera o comprimento mnimo o ope-
rador x^ deixa de ser um observavel, ent~ao, poderia ser perguntado se os
calculos dos valores medios associados a esse operador seriam afetados
ou modicados. Isso de fato n~ao acontece, pois elementos de matriz s~ao
independentes da base
hx^i = h jx^j i; (3.34)
e
h(x)2i = h j(x^  hx^i)2j i: (3.35)
Portanto, n~ao depende de x^ ser um observavel ou n~ao. Em outras pa-
lavras n~ao depende dos autovetores de x^ formarem uma base do espaco
de Hilbert ou n~ao. A unica coisa que muda e o fato de que antes hx^i era
interpretado como a media dos valores obtidos numa serie de medidas
da posic~ao e h(x)2i o desvio padr~ao dessas medidas. Agora, hx^i deve
ser interpretado como o ponto do espaco em torno do qual se concentra
a func~ao de onda do sistema e h(x)2i, como uma medida do quanto
essa func~ao de onda esta espalhada em torno desse ponto [15].
A transformac~ao de uma func~ao de onda na representac~ao dos momentos
em sua correspondente func~ao de onda de quase posic~ao e dada por
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 () =

2
p


 1
2
Z +1
 1
dp
(1 + p2)
3
2
exp

i
arctg(
p
p)
}
p


 (p): (3.36)
A func~ao de onda de quase posic~ao de um autoestado do momento
 p0(p) = (p   p0) de energia E = p022m ainda e uma onda plana, porem,
para o seu comprimento de onda nos agora temos
(E) =
2}
p

arctg
p
2mE
: (3.37)
Isso mostra que a existe^ncia de um comprimento mnimo, isto e, de um
limite para a precis~ao com que posic~oes podem ser resolvidas, induz a
existe^ncia de um comprimento de onda mnimo n~ao nulo
min = 4}
p
: (3.38)
A transformac~ao anterior que mapeia uma func~ao de onda no espaco dos
momentos  (p) em sua func~ao de onda de quase posic~ao  () e a gene-
ralizac~ao da transformac~ao de Fourier da meca^nica qua^ntica ordinaria.
Atraves da sua inversibilidade podemos obter
 (p) =
1p
8
p
}
Z +1
 1
d(1 + p2)
1
2exp

 iarctg
p
p
}
p


 (): (3.39)
E possvel ainda uma representac~ao da algebra de Heisenberg em ter-
mos da func~ao de onda de quase posic~ao. Da equac~ao (3.39), podemos
mostrar que a atuac~ao do operador de momento e representada como
h ml jp^j i = p^ () =
tg

 i}p @@

p

 () (3.40)
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sobre a func~ao de onda de quase posic~ao. A atuac~ao do operador de
posic~ao e
h ml jx^j i = x^ () =
24 +  tg

 i}p @@

p

35 (): (3.41)
Essa representac~ao e extremamente util, pois permite trabalharmos com
a func~ao de onda de quase-posic~ao (que tem uma interpretac~ao fsica
associada a localizac~ao da partcula) em vez da func~ao de onda no espaco
dos momentos. Ela sera utilizada no captulo 5, quando abordarmos a
teoria qua^ntica relativstica de uma partcula simples (caso do sistema
do atomo de hidroge^nio) em um cenario de comprimento mnimo.
3.5 Comprimento mnimo na meca^nica qua^ntica:
Considerac~oes nais
Neste captulo passamos a elaborac~ao da meca^nica qua^ntica (n~ao re-
lativstica) no cenario de um comprimento observavel mnimo para as
partculas. Depois de discutirmos sobre sua origem e admitirmos esse
efeito como existente, assumimos a ideia de que um comprimento mnimo
na meca^nica qua^ntica pode ser descrito como uma incerteza mnima n~ao
nula, xmin, em medidas da posic~ao. Para que se tenha uma incerteza
mnima n~ao nula na posic~ao e necessario uma modicac~ao do princpio
da incerteza de Heisenberg para uma forma generalizada, o que induz
a uma modicac~ao na forma da relac~ao de comutac~ao [x^; p^], que por
sua vez, altera a estrutura da meca^nica qua^ntica, matematicamente e
ate conceitualmente. Vimos que uma das conseque^ncias imediatas da
existe^ncia de um comprimento mnimo e que x^ deixa de ser um ob-
servavel, visto que seus autovetores jxi agora n~ao pertencem ao espaco
de Hilbert. Encerramos o captulo concluindo que o conceito de estado
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de maxima localizac~ao, j ml i, e necessario para reobtermos alguma in-
formac~ao sobre a localizac~ao de uma partcula.
Os estados de maxima localizac~ao ser~ao utilizados no captulo 5, que e
o principal deste trabalho, a m de modicarmos a meca^nica qua^ntica
relativstica (o hamiltoniano de Dirac) introduzindo-a no cenario do com-
primento mnimo. Ali, calcularemos o estado fundamental do atomo de
hidroge^nio na teoria de Dirac sob esse novo panorama, com o intuito de
cumprirmos nosso objetivo, ou seja, estimarmos um valor maximo para
xmin.
Captulo 4
Meca^nica qua^ntica relativstica
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4.1 Introduc~ao
Embora a meca^nica qua^ntica elaborada por Schroedinger em 1925 te-
nha obtido sucesso na descric~ao de feno^menos qua^nticos, especialmente
o atomo de hidroge^nio, ela apresentava algumas limitac~oes. Os nveis
de energia obtidos atraves da equac~ao de Schroedinger n~ao previam a
estrutura na do atomo de hidroge^nio, o que ja havia sido medido ex-
perimentalmente. Uma vez que atribuiu-se o spin do eletron a efeitos
relativsticos do seu movimento, houve a necessidade da construc~ao de
uma teoria qua^ntica mais geral, no sentido de englobar tambem efeitos
relativsticos, portanto, uma teoria qua^ntica relativstica.
Este e o ultimo captulo que antecede o desenvolvimento principal deste
trabalho. Uma vez que nosso objetivo e estimarmos o valor do com-
primento mnimo, xmin, atraves do calculo da energia do estado fun-
damental do atomo de hidroge^nio na teoria de Dirac modicada, faz-se
necessario uma revis~ao da meca^nica qua^ntica relativstica antes de a
introduzirmos nesse contexto da teoria do comprimento mnimo. Va-
mos mostrar que a primeira ideia de quantizac~ao relativstica, que seria
quantizar a equac~ao de Einstein E2 = (pc)2+(mc2)2 e aplicar-lhe a inter-
pretac~ao probabilstica, falhou na quest~ao da interpretac~ao da func~ao de
onda como densidade de probabilidade. Isso levou a construc~ao de outra
teoria, a equac~ao de Dirac, cuja func~ao de onda satisfez os princpios
qua^nticos associados a probabilidade e ainda previu a existe^ncia de an-
tipartculas. Com a aplicac~ao da teoria de Dirac ao sistema do atomo
de hidroge^nio foi possvel prever corretamente a estrutura na para os
nveis de energia do eletron, alem disso, a teoria de Dirac acomodava
naturalmente o termo referente a interac~ao do spin do eletron com um
campo magnetico externo.
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4.2 A equac~ao de Klein-Gordon
Como vimos no captulo 2, o processo de quantizac~ao de um sistema
(naquele caso, n~ao relativstico), que e descrito como a sua energia to-
tal sendo a soma das energias potencial e cinetica, consiste basicamente
em promover as variaveis dina^micas a operadores, que passam a atuar
em um vetor de estado do espaco de Hilbert (func~ao de onda), o qual
detem todas as informac~oes sobre o estado qua^ntico do sistema e possui,
atribuda a si, uma intepretac~ao probabilstica. Agora, vamos construir
uma teoria qua^ntica de uma partcula simples relativstica, livre de in-
terac~oes. O processo de quantizac~ao de um sistema relativstico baseia-se
nos mesmos princpios, porem, a equac~ao da energia, e claro, deve ser
a equac~ao que descreve um sistema relativstico, ou seja, a equac~ao de
Einsten E2 = (pc)2 + (mc2)2 , ou equivalentemente
E2
c2
  p2 = m2c2 (4.1)
Substituindo E e p por seus operadores associados e atuando sobre o
vetor de estado j(t)i, temos
 
H^2
c2
  p2
!
j(t)i = m2c2j(t)i: (4.2)
Na representac~ao x essa equac~ao se torna

 }
2
c2
@2
@t2
+ }2~r2

(~x; t) = m2c2(~x; t); (4.3)
que pode ser escrita como

@@
 +
m2c2
}2

(~x; t) = 0; (4.4)
onde denimos x = (ct; x; y; z) e x = (ct; x; y; z),
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xx = xx
 = (ct)2   x2   y2   z2; (4.5)
tambem @ =
@
@x e @
 = @@x ,
@@
 = @@ =
@2
c2@t2
  @
2
@x2
  @
2
@y2
  @
2
@z2
: (4.6)
A equac~ao (4.3) e conhecida como a equac~ao de Klein-Gordon1 e seria,
ent~ao, a equac~ao qua^ntica em uma teoria relativstica, que desempenha
um papel semelhante ao da equac~ao de Schroedinger na teoria n~ao rela-
tivstica. Aqui (~x; t) deve ser a func~ao de onda que descreve a partcula
relativstica, a qual caracteriza o sistema.
Ora, se a equac~ao de Klein-Gordon e a equac~ao de uma teoria qua^ntica
que descreve um sistema relativstico composto de uma partcula livre
de interac~ao, ent~ao, em analogia com a equac~ao de Schroedinger, deve
existir associada a ela, uma densidade de probabilidade e uma corrente
de probabilidade, descritas por uma equac~ao de continuidade e, e claro,
essas entidades devem estar relacionadas a interpretac~ao probabilstica
para que a teoria possua sentido fsico. N~ao e difcil vericar, atraves
de uma pequena algebra, que existe uma equac~ao de continuidade para
essa teoria, veja que da equac~ao (4.3) podemos obter

~r2   @
2
c2@2

 =
m2c2
}2
: (4.7)
Multiplicando por  pela esquerda


~r2   @
2
c2@2

 =
m2c2
}2
: (4.8)
1E comum usar  como func~ao de onda na equac~ao de Klein-Gordon e  na equac~ao de Dirac, que
sera vista na sec~ao seguinte.
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Tomando o conjugado da equac~ao (4.7)

~r2   @
2
c2@2

 =
m2c2
}2
: (4.9)
Multiplicando por  pela esquerda


~r2   @
2
c2@2

 =
m2c2
}2
: (4.10)
Realizando a subtrac~ao de (4.8) por (4.10)
~r2   @
2
c2@2
 = 0: (4.11)
Que pode ser escrita como
~r:

~r  ~r

+
@
@t
1
c2


@
@t
   @
@t


= 0; (4.12)
ou
~r: ~J + @
@t
 = 0; (4.13)
onde identicamos
~J =
}
2mi

~r  ~r

e
 =
}
2mic2


@
@t
   @
@t


:
Essas seriam a corrente de probabilidade e a densidade de probabili-
dade, relacionadas pela equac~ao de continuidade as quais se aplicariam
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a interpretac~ao probabilstica, analogamente ao que se tem na meca^nica
qua^ntica n~ao relativstica.
Ha algumas inconsiste^ncias na descric~ao de uma teoria qua^ntica rela-
tivstica construda da maneira como descrevemos nos paragrafos ante-
riores que nos apresentaremos agora. Primeiro, note que a densidade
de probabilidade n~ao e positiva denida, logo n~ao e possvel interpre-
tarmos a equac~ao de Klein-Gordon como a equac~ao de movimento de
uma partcula simples relativstica, com (~x; t) sendo a func~ao de onda
dessa partcula. Observe tambem que quando (~x; t) e real temos  = 0
e ~J = 0.
Ainda um outro ponto importante deve ser notado. A equac~ao E2 =
(pc)2 + (mc2)2 nos diz que ocorrem estados de energia positiva e nega-
tiva. Para o caso da partcula livre, poderamos desprezar as soluc~oes de
energia negativa, visto que a energia da partcula permanece constante.
Entretanto, se a partcula interage, os estados de energia negativa n~ao po-
dem ser desprezados e a partcula pode perder energia indenidamente,
isto e, n~ao ha um limite inferior na energia. N~ao ha um estado funda-
mental. Matematicamente, n~ao podemos desprezar os estados de energia
negativa, pois os (~x; t) correspondentes s~ao necessarios para que se te-
nha a completeza do espaco vetorial, isto e, para que possamos expandir
um estado qualquer, que representa a partcula, em termos de uma base
formada pela soluc~ao da equac~ao de Klein-Gordon, o que e necessario
no calculo de valores medios. Portanto, por essas raz~oes, a interpretac~ao
da equac~ao de Klein-Gordon como a equac~ao que descreve quantica-
mente um sistema composto de uma partcula simples relativstica, livre
de interac~ao, deve ser abandonada. Ha outra interpretac~ao para essa
equac~ao, na teoria qua^ntica de campos, onde ela representa a equac~ao
de um campo qua^ntico formado por partculas de spin zero, mas uma
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discuss~ao dessa abordagem fugiria dos nossos propositos. Para o leitor
interessado indicamos as refere^ncias [18] e [29].
4.3 A equac~ao de Dirac
Na tentativa de contornar os problemas encontrados ao utilizarmos a
equac~ao de Klein-Gordon para descrevermos quanticamente o sistema
de uma partcula relativstica, Paul A. M. Dirac teve a ideia de escrever
a equac~ao de Klein-Gordon na forma fatorada como veremos. Podemos
escrever a relac~ao de Einstein, equac~ao (4.1), na forma
pp  m2c2 = 0; (4.14)
onde p = (E=c; px; py; pz) e p = (E=c; px; py; pz). Fatorando te-
mos
(p +mc)
 
p  mc

= 0 (4.15)
Devemos determinar os 8 coecientes  e  (, = 1, 2, 3, 4) que
satisfazem a equac~ao acima. Ent~ao
pp  m2c2 = pp + pmc  pmc m2c2: (4.16)
Como os ndices s~ao mudos, podemos escrever na forma
pp  m2c2 = pp + (   ) pmc m2c2: (4.17)
N~ao ha termos de primeira ordem em p no primeiro membro, isso signica
que devemos ter  = . Ent~ao, temos 4 coecientes a se determinar.
Reescrevemos
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pp  m2c2 = pp  m2c2: (4.18)
Expandindo os dois membros e comparando termo a termo, verica-se
que
(0)2 = 1, (i)2 =  1, com i = 1; 2; 3 e  +  = 0,  6= .
Isso pode ser sintetizado na forma
f; g = 2g; (4.19)
onde g = 0 se  6=  e g00 =  gii = 1 para i = 1; 2; 3. Logo, os  n~ao
poder ser numeros, mas sim elementos que em geral n~ao comutam, ou
seja, matrizes. As matrizes de mais baixa ordem que satisfazem (4.19)
s~ao
0 =
 I O
O  I

; i =

O i
 i O

: (4.20)
Os i s~ao as matrizes de Pauli
1 = x =

0 1
1 0

, 2 = y =

0  i
i 0

e 3 = z =

1 0
0  1

e I e O s~ao a matriz 2x2 identidade e a matriz 2x2 nula. Assim
(p +mc) (
p  mc) = 0: (4.21)
Realizando o procedimento de quantizac~ao p ! p^ = i} @@x e atuando
sobre a func~ao de onda  (~r; t) temos
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
i
@
@x
  mc
}

 (x) = 0: (4.22)
Essa equac~ao e conhecida como a equac~ao de Dirac e seria a equac~ao
candidata a contornar os problemas surgidos na teoria da equac~ao de
Klein-Gordon. Note que como existem quatro equac~oes devido a ,
ent~ao  (x) deve possuir quatro componentes.
A m de resolver a equac~ao de Dirac, vamos considerar soluc~oes do tipo
ondas planas
 (x) = Au(k)exp(  i}x
k): (4.23)
Substituindo em (4.22)
(k  mc)u(k) = 0: (4.24)
Teremos, ao substituir as matrizes 

(k0  mc)I  ~k:~
~k:~  (k0 +mc)I

uA
uB

= O: (4.25)
onde uA e uB s~ao matrizes 2x1 que comp~oem u(k). Essa ultima equac~ao
possui soluc~ao n~ao trivial se
uA =
~k:~
k0  mcuB (4.26)
e
uB =
~k:~
k0 +mc
uA: (4.27)
Substituindo uB em uA temos
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(k20   ~k2  m2c2)uA = 0: (4.28)
Substituindo uA em uB
(k20   ~k2  m2c2)uB = 0: (4.29)
Aqui foi usada a seguinte propriedade das matrizes de Pauli
(~: ~A)(~: ~B) = ~A: ~BI+ i~:( ~A ~B); (4.30)
para quaisquer vetores ~A e ~B. Portanto, para que tenhamos uma soluc~ao
que n~ao seja a trivial, devemos necessariamente ter
(k20   ~k2  m2c2) = 0 (4.31)
e uA e uB quaisquer. Comparando com a relac~ao de Einstein E
2 (pc)2 
(mc2)2 = 0, identicamos k0 =
E
c e
~k = ~p.
Na soluc~ao mais geral possvel para  (x) teremos uma combinac~ao li-
near das quatro possveis soluc~oes da equac~ao de Dirac, combinando os
quatro possveis estados para as matrizes u,
uA =

1
0

! uB = c~p:~
E+ +mc2

1
0

(4.32)
e
uA =

0
1

! uB = c~p:~
E+ +mc2

0
1

: (4.33)
Onde E deve ser tomado positivo para que u n~ao divirja em ~p = 0,
portanto E = E+ = +
p
(~pc)2 + (mc2)2. Ainda
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uB =

1
0

! uA = c~p:~
E   mc2

1
0

(4.34)
e
uB =

0
1

! uA = c~p:~
E   mc2

0
1

: (4.35)
Onde E deve ser tomado negativo para que u n~ao divirja em ~p = 0,
portanto E = E  =  
p
(~pc)2 + (mc2)2.
Temos que uA representa partculas de energia positiva e uB representa
partculas de energia negativa (antipartculas). Existem duas soluc~oes
para cada um deles referente aos dois possveis estados de spin. Explici-
tando ~p:~ temos
u(1) = N1
0@ 10
cpz=E+ +mc
2
cp+=E+ +mc
2
1A
u(2) = N2
0@ 01
cp =E+ +mc2
 cpz=E+ +mc2
1A
u(3) = N3
0@ cpz=E   mc2cp+=E   mc2
1
0
1A
u(4) = N4
0@ cp =E   mc2 cpz=E   mc2
0
1
1A,
onde p = px  ipy e N1, N2, N3 e N4 s~ao constantes de normalizac~ao.
Desse modo, a soluc~ao mais geral possvel para a equac~ao de Dirac, tendo
em vista (4.23), e uma combinac~ao linear de todos esses estados
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 (~r; t) = c1e
  i} (E+t ~p:~r)u(1) + c2e 
i
} (E+t ~p:~r)u(2)+
c3e
  i} (E t ~p:~r)u(3) + c4e 
i
} (E t ~p:~r)u(4):
Note que embora a ideia original fosse a de uma teoria de uma partcula
simples, necessariamente  e uma combinac~ao de estados de uma partcula
de energia positiva e outra de energia negativa. Outra aspecto impor-
tante e que e possivel mostrar que  se transforma como um 4-spinor
sob transformac~oes do grupo de Lorentz.
A equac~ao de Dirac teve seu grande triunfo, como veremos na sec~ao se-
guinte, na aplicac~ao ao atomo de hidroge^nio. Por meio dela foi possvel
fazer correc~oes de ordem relativstica (estrutura na) aos nveis de ener-
gia previstos na teoria de Schroedinger (que e n~ao relativstica), alem
disso, ela previa corretamente o termo de interac~ao do spin do eletron
com um campo magnetico externo, o que era feito \add-hoc"na teoria
n~ao relativstica.
Mas e quanto a conservac~ao da probabilidade e a interpretac~ao dos es-
tados de energia negativa? Responder essa pergunta e o que nos nos
dedicamos agora. Observe que multiplicando a equac~ao de Dirac (4.22)
pelo spinor adjunto  =  y0 pela esquerda temos
i 
@
@x
   mc
}
  = 0: (4.36)
Tomando o conjugado da equac~ao de Dirac (4.22) e multiplicando por
0 pela direita
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 i@0( y00) + i@i( yi0) m y0 = 0; (4.37)
onde foi usado (i)y =   ^. Como i0 =  0i podemos obter
 i

@
@x
( )

   mc
}
  = 0: (4.38)
A subtrac~ao de (4.36) por (4.38) fornece
@
@x
(  ) = 0: (4.39)
Assim, essa e a equac~ao de continuidade no caso relativstico segundo
a teoria de Dirac, onde identicamos J = (  ) como a quadri-
densidade de corrente de probabilidade. A densidade de probabilidade
 e igual a
c = J0 = ( 0) = ( y00 ) = ( y ) = j 1j2 + j 2j2 + j 3j2 + j 4j2,
onde
 =
0@  1 2
 3
 4
1A :
Isso e uma quantidade sempre maior ou igual a zero, portanto, diferen-
temente daquela encontrada a partir da equac~ao de Klein-Gordon, ela e
positiva denida.
A quest~ao da ocorre^ncia dos estados de energia negativa foi vista por
Dirac da seguinte forma: os eletrons tem spin 1=2, portanto, obede-
cem ao princpio da exclus~ao de Pauli. Dirac supo^s que os estados de
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energia negativa ja estavam completamente preenchidos e o princpio da
exclus~ao probe que mais eletrons entrem nesse \mar de Dirac"de esta-
dos de energia negativa. O vacuo, ent~ao, n~ao e vazio, mas sim um mar
innito composto de todas as partculas de energia negativa e spin 1=2,
que s~ao observadas, por exemplo, na criac~ao de um par eletron-positron.
Assim, a teoria de Dirac fez a predic~ao da existe^ncia de antipartculas:
positron, antineutrino, antiproton... todas posteriormente detectadas.
4.4 O atomo de hidroge^nio na teoria de Dirac
Como ja mencionamos na sec~ao anterior, um dos pontos onde a teoria de
Dirac foi bem sucedida, foi na aplicac~ao ao caso do atomo de hidroge^nio,
onde foi possvel realizar correc~oes de ordem relativstica (estrutura na)
para os nveis de energia previstos pela teoria de Schroedinger. O atomo
de hidroge^nio e um sistema simples, onde temos um nucleo central, com-
posto de uma unica partcula, o proton, e um eletron que se move em
torno do nucleo. Partindo da equac~ao de Dirac (4.22) vamos determinar
o hamiltoniano de Dirac para uma partcula livre

i}
@
@x
 mc

 (x) = 0: (4.40)

i}0
@
@x0
+ i}i
@
@xi
 mc

 (x) = 0: (4.41)
0i}
@
@x0
 (x) =

 ii} @
@xi
+mc

 (x): (4.42)
Multiplicando por 0 pela esquerda
i}
@
@x0
 (x) =

 0ii} @
@xi
+ 0mc

 (x): (4.43)
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Denindo ^ = 0 e i = 0i temos
H^ =

c~:~^p+ ^mc2

 : (4.44)
Em um campo central eletrostatico, o hamiltoniano de Dirac para um
eletron e dado por
H^ =
h
c~:~^p+ ^mc2   e(r)
i
 : (4.45)
O operador de momento angular orbital ~^L e o operador de momento
angular de spin ~^S n~ao comutam separadamente com o hamiltoniano
anterior, visto que n~ao comutam com o hamiltoniano da partcula livre.
Porem, pode ser vericado que as componentes do momento angular
total ~^J = ~^L+ ~^S comutam com H^, o que nos permite descrever uma base
de autoestados comuns aos operadores H^, J^2 e J^z. Vamos denotar tais
autoestados por
 =

'1
'2

: (4.46)
A atuac~ao de H^ sobre  fornece a equac~ao de autovalores
H^ = E : (4.47)
Decompondo essa equac~ao nas componentes '1 e '2 obtemos
(E  mc2 + e)'1 + c(~:~^p)'2 = 0 (4.48)
e
(E +mc2 + e)'2 + c(~:~^p)'1 = 0: (4.49)
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A quest~ao agora e como descrever a atuac~ao do operador ~:~^p sobre '1
e '2. Utilizando a propriedade (~: ~A)(~: ~B) = ~A: ~BI + i~:( ~A  ~B) das
matrizes de Pauli, podemos escrever
~:~^p =
1
r2
(~:~r)(~:~r)(~:~^p) = ~:er
 
er:~^p+ i
~:~^L
r
!
; (4.50)
onde er e o vetor unitario na direc~ao ~r e er:~^p =  i} @@r . Escrevendo o
operador de momento angular total como ~^J = ~^L+ }2
~, onde
~ =

~ 0
0 ~

,
ent~ao
J^2 = L^2 + }~^L:~ +
3
4
}2I: (4.51)
De acordo com a teoria geral do momento angular, os dois spinores bi-
componentes devem satisfazer

L^z +
}
2
^z

'1;2 = (m})'1;2 (4.52)
e

L^2 + }~^L:~ +
3
4
}2

'1;2 = j(j + 1)}2'1;2: (4.53)
Para um dado valor de j os spinores '1 e '2 s~ao proporcionais a Yjmj12 e
considerac~oes sobre o operador de paridade, alem do fato de o potencial
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coulombiano ser esfericamente simetrico, nos dizem que as soluc~oes  
devem ter a forma
 =
 
F (r)Yjm
j  12
 if(r)Yjm
j+ 12
!
(4.54)
e
 =
 
G(r)Yjm
j+ 12
 ig(r)Yjm
j  12
!
: (4.55)
Os spinores bi-componentes Y s~ao normalizados segundo R YyYd
 = 1
e possuem a seguinte propriedade
(~:er)Yjmj12 =  Y
jm
j 12
: (4.56)
Utilizando (4.53) e (4.56), e sabendo que o spin do eletron e s = 12},
podemos obter
(~:~^L)Yjm
j  12
=

j   1
2

}Yjm
j 12
(4.57)
e
(~:~^L)Yjm
j+ 12
=  

j +
3
2

}Yjm
j+ 12
: (4.58)
Levando em conta (4.57) e (4.58), substituimos (4.50), (4.54) e (4.55)
em (4.48) e (4.49) para obter o conjunto de quatro equac~oes
8><>:
(E  mc2 + e)F   }c

d
dr +
j+3=2
r

f = 0;
(E +mc2 + e)f + }c

d
dr   j 1=2r

F = 0;
(4.59)
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8><>:
(E  mc2 + e)G  }c

d
dr   j 1=2r

g = 0;
(E +mc2 + e)g + }c

d
dr +
j+3=2
r

G = 0:
(4.60)
Substituindo explicitamente o potencial Coulombiano2 produzido por
um nucleo pontual de carga Ze (Z e o numero de protons),  = Zer ,
onde para o atomo de hidroge^nio Z = 1 e denindo as quantidades
 = j +
1
2
; " =
E
mc2
;  =
mcr
}
;  =
e2
}c
; (4.61)
as quatro equac~oes anteriores se tornam
8><>:

"  1 + 

F  

d
dr +
+1


f = 0
("+ 1 + )f +

d
dr    1

F = 0
(4.62)
8><>:

"  1 + 

G 

d
dr    1

g = 0
("+ 1 + )g +

d
dr +
+1


G = 0
(4.63)
Visto que esses dois conjuntos de equac~oes se transformam um em outro
atraves da troca G ! F , g ! f ,  !  , e suciente resolver as duas
primeiras e assim podemos obter a soluc~ao das duas ultimas equac~oes.
Analisando o comportamento assintotico dessas equac~oes para  ! 1,
podemos observar que a soluc~ao assintotica e dada por
F = f = e
p
1 "2: (4.64)
Sabendo que o atomo de hidroge^nio possui seus estados de energia li-
gados devido ao potencial coulombiano produzido pelo nucleo, devemos
sicamente requerer que assintoticamente
2O fator 1=40 foi omitido a princpio, mas sera retomado no nal das contas.
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F = f = e 
p
1 "2; j"j  1: (4.65)
Ent~ao, utilizando o metodo de Frobenius propomos as seguintes soluc~oes
para as equac~oes
F = e 
p
1 "2
1X
=0
a
 (4.66)
e
f = e 
p
1 "2
1X
=0
b
: (4.67)
Substituindo-as em (4.62) obtemos, para  > 0,
("  1)a 1 + a +
p
1  "2b 1   (+ 1 +  + )b = 0; (4.68)
("+ 1)b 1 + b  
p
1  "2a 1 + ( + 1 +  + )b = 0 (4.69)
e
a0   (+ 1 + )b0 = 0; ( + 1 + )a0 + b0 = 0: (4.70)
Essa ultima possuira soluc~ao n~ao trivial somente se 2 = 2+ ( +1)2 e
como  = j + 1=2, ent~ao  =  1p(j + 1=2)2 + 2. No entanto, para
que a func~ao de onda n~ao seja divergente na origem, devemos ter
 =  1 +
p
(j + 1=2)2 + 2: (4.71)
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Ainda, para que a func~ao de onda n~ao seja divergente em  ! 1, as
series correspondentes a (4.66) e (4.67) devem terminar em xn
0
. Atraves
de (4.68) e (4.69) nos obtemos para  = n0 + 1 (com an0+1 = bn0+1 = 0)
bn0 =
r
1  "
1 + "
bn0: (4.72)
Podemos eliminar simultaneamente a 1 e b 1 em (4.68) e (4.69) para
obtermos
a[
p
1 + "+( 1  )p1  "] = b[
p
1  "+(+1++)p1 + "];
(4.73)
onde tomando  = n0 e comparando com (4.72) temos
r
1  "
1 + "
=

p
1 + "+ (  1     n0)p1  "

p
1  "+ (+ 1 +  + n0)p1 + " (4.74)
ou
p
1  "2(1 +  + n0) = ": (4.75)
Substituindo  e " temos a famosa formula de estrutura na para os
nveis de energia do atomo de hidroge^nio na teoria de Dirac
E
mc2
=
"s
1 +
2p
(j + 1=2)2   2 + n0
# 1
; (4.76)
onde j = 12 ;
3
2 ;
5
2 ; ::: e n
0 = 0; 1; 2; :::
O numero qua^ntico principal na teoria n~ao relativstica de Schroedinger
esta associado a n0, por,
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n = j + 1=2 + n0: (4.77)
Visto que para o eletron s = 1=2, o estado fundamental (j = l+s, l = 0)
dado por (4.76) para o atomo de hidroge^nio e
E = mc2
p
1  2: (4.78)
Para analisarmos essa energia, realizaremos uma expans~ao em serie de
pote^ncias de 
E = mc2

1  1
2
2   1
8
4 + :::

: (4.79)
O primeiro termo nada mais e que a energia de repouso do eletron.
Substituindo  = e2=}c vemos que o segundo e exatamente a energia do
estado fundamental previsto pela teoria n~ao relativstica de Schroedin-
ger3
En~ao rel =   me
4
2}2(40)2
: (4.80)
Ja o terceiro termo e os demais s~ao a correc~ao relativstica, que cha-
mamos de correc~ao de estrutura na. Assim, a teoria relativstica de
Dirac preve^ com precis~ao os nveis de energia do atomo de hidroge^nio
incluindo correc~oes de estrutura na, o que n~ao foi possvel com a teoria
n~ao relativstica.
3Recolocar o termo 1=40 omitido no potencial e o mesmo que realizar a troca e
2 ! e2=40.
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4.5 Meca^nica qua^ntica relativstica: Considerac~oes
nais
Neste captulo mostramos que as limitac~oes da equac~ao de Schroedinger
levaram a elaborac~ao de uma teoria qua^ntica relativstica, inicialmente
com a equac~ao de Klein-Gordon, que n~ao foi bem sucedida por apresen-
tar inconsiste^ncias, e posteriormente com a equac~ao de Dirac, que previu
a correc~ao de estrutura na nos nveis de energia do eletron. A teoria
qua^ntica relativstica elaborada por Dirac, que foi aplicada ao atomo
de hidroge^nio, servira como base para o desenvolvimento principal deste
trabalho, que sera apresentado no captulo seguinte. Utilizaremos o ha-
miltoniano de Dirac para calcularmos o estado fundamental do atomo
de hidroge^nio, porem, modicado por considerarmos a existe^ncia de um
comprimento mnimo na teoria, com o intuito de estimarmos esse com-
primento mnimo.
Captulo 5
Comprimento mnimo na teoria
relativstica do atomo H
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5.1 Introduc~ao
Este e o captulo principal deste trabalho, onde sera realizado o nosso
objetivo de estimarmos um valor limite superior para o comprimento
mnimo xmin. Os captulos anteriores serviram como base para a com-
preens~ao do que apresentaremos agora. Vimos no captulo 2 uma revis~ao
da meca^nica qua^ntica com uma atenc~ao especial para o princpio da in-
certeza, pois a existe^ncia de um comprimento mnimo sugere uma mo-
dicac~ao do mesmo. No captulo 3, passamos a expor as conseque^ncias
imediatas da existe^ncia de um comprimento mnimo e de como isso mo-
dica a estrutura da meca^nica qua^ntica. Uma vez que conhecemos a
maneira como o comprimento mnimo altera a estrutura algebrica da
meca^nica qua^ntica, nos apresentamos, no captulo 4, a teoria relativstica
do atomo de hidroge^nio, que e onde pretendemos aplicar essa meca^nica
qua^ntica modicada para estimarmos o valor do comprimento mnimo.
Ao substiturmos os operadores de posic~ao e momento no hamiltoniano
do atomo de hidroge^nio pelos operadores modicados, obteremos esse
hamiltoniano algebricamente modicado pela presenca do comprimento
mnimo. Visto que os novos operadores s~ao dados em termos de xmin
por meio de , o novo hamiltoniano tambem o sera. Sendo assim, ao cal-
cularmos o estado fundamental do sistema atraves desse hamiltoniano,
obteremos um resultado em termos de xmin (e de outras constantes
fsicas, evidentemente). Tal resultado podera ser comparado com o que
se conhece experimentalmente e poderemos assim, obter um valor limite
superior para xmin. Esperamos que a estrutura na do atomo de hi-
droge^nio na presenca de um comprimento mnimo forneca uma restric~ao
que seja um valor maximo para o comprimento mnimo.
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5.2 A algebra covariante de Quesne-Tkachuk
Vimos no captulo 3 que em meca^nica qua^ntica, a existe^ncia de um com-
primento mnimo pode ser descrita como uma incerteza mnima n~ao nula
xmin na medida da posic~ao, que conduz a um princpio da incerteza
de Heisenberg generalizado. Baseado em resultados obtidos da teoria
de cordas [11], Kempf [4] propo^s uma relac~ao de incerteza generalizada
em uma dimens~ao, que implica em uma incerteza mnima n~ao nula na
posic~ao, da forma1
PX  }
2
[1 + (P )2 + hP^ i2]: (5.1)
onde  esta relacionado ao comprimento mnimo. Essa relac~ao de incer-
teza generalizada corresponde a uma relac~ao de comutac~ao modicada
entre os operadores de posic~ao e momento da forma
[X^; P^ ] = i}[1 + P^ 2]: (5.2)
Assim, um comprimento mnimo pode ser introduzido na teoria qua^ntica
modicando sua estrutura algebrica [24, 25]. Alem disso, podemos no-
tar que o operador de momento P^ agora n~ao coincide com o gerador das
translac~oes espaciais  i}T^ [3].
A quest~ao agora e que no atomo de hidroge^nio, que e o sistema no qual
pretendemos aplicar essa teoria qua^ntica modicada considerando-se um
comprimento mnimo, o eletron se move sob a ac~ao de um pontencial
de Coulomb que e tridimensional, n~ao unidimensional. Desse modo, a
algebra desenvolvida no captulo 3, para ser aplicavel, precisa ser genera-
lizada para mais de uma dimens~ao espacial. Com mais de uma dimens~ao
1Utilizaremos letras maiusculas X^ e P^ para representarmos operadores (e variaveis associadas)
modicados pelo comprimento mnimo que ser~ao expressos em termos dos operadores da meca^nica
qua^ntica ordinaria x^ e p^ que representaremos por letras minusculas.
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espacial, a forma geral da relac~ao de comutac~ao que depende apenas de
ordem quadratica do momento e ainda respeita a simetria rotacional
pode ser escrita como [20].
h
X^i; P^j
i
= i}
h
A(P^ 2)ij +B(P^
2)P^iP^j
i
; (5.3)
onde P^ 2 =
P
i P^
2
i .
Varias escolhas das func~oes A(P^ 2) e B(P^ 2) tem sido consideradas na
literatura. Kempf [1] considerou as func~oes A(P^ 2) e B(P^ 2) tal que a
relac~ao de comutac~ao ca dada por
h
X^i; P^j
i
= i}
h
1 + P^ 2

ij + 
0
P^iP^j
i
; (5.4)
onde 
0
e outro para^metro associado ao comprimento mnimo. Assu-
mindo que cada um das componentes do momento comutam uma com
a outra
h
P^i; P^j
i
= 0; (5.5)
ent~ao a relac~ao de comutac~ao entre as componentes do operador de
posic~ao s~ao determinadas pela identidade de Jacobi como se segue
h
X^i; X^j
i
=  i}
h
2    0 +

2 + 
0

P^ 2
i
ijkL^k; (5.6)
onde
L^i =
1
1 + P^ 2
ijkX^jP^k (5.7)
s~ao as componentes do operador de momento angular orbital, que satis-
fazem a relac~ao de comutac~ao usual
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h
L^i; X^j
i
= i}ijkX^k (5.8)
e
h
L^i; P^j
i
= i}ijkP^k: (5.9)
Procedendo da mesma maneira como zemos na sec~ao 3.3, podemos
vericar que essa algebra da origem a uma incerteza mnima (isotropica)
n~ao nula nas coordenadas da posic~ao
X imin = }
p
3 +  0: (5.10)
Entretanto, a algebra de Kempf n~ao e covariante de Lorentz e C. Quesne
e V. M. Tkachuk [9, 10] propuseram uma generalizac~ao da algebra de
Kempf que e covariante
h
X^; P^ 
i
=  i}
h
1  P^P^ 

g   0P^ P^ 
i
; (5.11)
h
X^; X^
i
= i}
h
(2    0)  (2 + 0)P^P^ 
i

1 + P^P^ 
 P^ X^   P^ X^ ;
(5.12)
h
P^ ; P^ 
i
= 0; (5.13)
que inclui a algebra de Snyder [16] como um caso particular onde  = 0.
Tambem e valido notar que a algebra de Kempf n~ao pode ser obtida
tomando-se o limite n~ao relativstico da algebra proposta por Quesne e
Tkachuk.
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Observando as equac~oes (5.6) e (5.12) vemos que no caso particular
0 = 2 as componentes do operador de posic~ao comutam em primeira
ordem do para^metro de comprimento mnimo em ambas as algebras de
Kempf e Quesne-Tkachuk.
Um grande desao tem sido a busca por restric~oes experimentais para
obter um limite superior para o valor de comprimento mnimo. Tais
restric~oes experimentais s~ao particularmente relevantes para modelos de
altas dimens~oes que possuem uma escala efetiva de Planck muito menor
do que um valor em 4-dim [26, 35, 32]. Correc~oes para o espectro de
energia do atomo de hidrogenio, devido a presenca de um comprimento
mnimo foram calculadas por muitos autores [14, 28, 30, 19, 12, 23].
A precis~ao da medic~ao experimental referente a freque^ncia da radiac~ao
emitida durante a transic~ao 1S-2S foi usada pela primeira vez por Brau
em [14], para estimar um valor maximo para o comprimento mnimo da
ordem de 10 17m. Brau encontrou que a contribuic~ao devida a presenca
de um comprimento mnimo e de O(4), onde  e a constante de es-
trutura na. Uma vez que a contribuic~ao resultante da presenca de um
comprimento mnimo para a transic~ao de energia 1S-2S e um numero
t~ao pequeno, seria interessante estudar os seus efeitos sobre a estrutura
na. Isso signica que teremos que encontrar os autovalores da energia
do hamiltoniano de Dirac para o atomo de hidroge^nio.
5.3 O atomo de hidroge^nio em um cenario de com-
primento mnimo
Nesta sec~ao vamos introduzir o atomo de hidroge^nio em um cenario
de comprimento mnimo. Para isso utilizamos a algebra deformada de
Quesne-Tkachuk, que e covariante de Lorentz, com o intuito de modi-
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carmos o hamiltoniano de Dirac com potencial central, generalizando-o
para a situac~ao em que se considera a presenca de um comprimento
mnimo na meca^nica qua^ntica. Consideramos o caso particular em que
0 = 2. Nesse caso, as equac~oes (5.11), (5.12) e (5.13) se tornam
h
X^; P^ 
i
=  i}
h
1  P^P^ 

g   2P^ P^ 
i
; (5.14)
h
X^; X^
i
= 0; (5.15)
h
P^ ; P^ 
i
= 0: (5.16)
Na sec~ao 2.3 foi mostrado que a partir da positividade da norma de um
vetor podemos obter
AB  jh[A^; B^]ij
2
: (5.17)
Utilizando essa equac~ao e tambem (5.14), a relac~ao de incerteza entre
posic~ao e momento assumindo que P i e isotropico (P i = P; i =
1; 2; 3) se torna
X iP  }
2
(
1  
"
h(P^ 0)2i   3(P )2  
3X
j=1
hP^ ji2
#)
+
}
2
n
2
h
(P )2 + hP^ ii2
io
: (5.18)
Isolando X i e derivando com relac~ao a P podemos obter o valor
absolutamente menor possivel para X i
X imin = }
p
5: (5.19)
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Pode ser vericado que a seguinte representac~ao (que nos chamamos
de representac~ao de \quase-posic~ao"no captulo 3) satisfaz a relac~ao de
comutac~ao (5.14) em primeira ordem em  [33],
X^ = x^; (5.20)
P^  = (1  p^ p^)p^; (5.21)
onde x^ e p^ s~ao os operadores de posic~ao e momento, respectivamente,
na meca^nica qua^ntica relativstica ordinaria, portanto, satisfazem
[x^i; x^j] = 0; (5.22)
[p^i; p^j] = 0; (5.23)
[x^i; p^j] =  i}gij: (5.24)
Boa parte dos trabalhos encontrados na literatura utiliza uma repre-
sentac~ao no espaco dos momentos p da algebra de Heisenberg modi-
cada com o comprimento mnimo, isto e, uma representac~ao dada em
termos de operadores de multiplicac~ao e diferenciac~ao que atuam na
func~ao de onda no espaco dos momentos  (p). Neste trabalho, os opera-
dores X^ e P^  em (5.20) e (5.21) devem ser vistos como (e de fato s~ao)
operadores descritos no espaco de quase posic~ao, ou seja, operadores de
multiplicac~ao e diferenciac~ao que atuam na func~ao de onda de quase
posic~ao,  (), apresentada no captulo 3 e n~ao em  (x) como pode a
princpio parecer. Portanto, a letra x em termos da qual esses operado-
res est~ao apresentados n~ao deve ser vista como a grandeza que representa
a posic~ao de uma partcula, mas sim como  que e um estado maxima-
mente localizado. Pode-se notar ainda que esses operadores coincidem,
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para primeira ordem em beta, com aqueles apresentados no m da sec~ao
3.4 e, como ja dito naquela ocasi~ao, s~ao introduzidos com o intuito de
modicarmos a equac~ao de Dirac rescrevendo-a no cenario do compri-
mento mnimo n~ao em termos de  (p), como zeram muitos autores, mas
sim em termos de  (), que possui uma interpretac~ao fsica associada
a localizabilidade de uma partcula, o que foi amplamente discutido no
captulo 3.
Conforme foi visto na sec~ao 4.4, para o eletron em um campo central
eletrostatico o operador hamiltoniano de Dirac atuando em um vetor de
estado j (t)i e dado por
H^j (t)i =
h
c~:~^p+ ^mc2   e(r^)
i
j (t)i: (5.25)
Essa equac~ao pode ser colocada na forma
 c0p^ + 0mc2   e(r^) j (t)i = 0; (5.26)
onde temos denindo ^ = 0 e i = 0i.
A m de encontrarmos a equac~ao para o atomo de hidroge^nio na teoria de
Dirac no cenario do comprimento mnimo, x e p devem ser substituidos
por X^ e P^ ,
x^ ! X^ = x^ (5.27)
e
p^ ! P^  = (1  p^ p^)p^: (5.28)
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Projetando sobre os estados maximamente localizados denidos no captulo
3, temos
h ml j
h
 c0P^ + 0mc2   e(R^)
i
j (t)i = 0: (5.29)
Devido a (5.27) o operador da energia potencial, que e func~ao das com-
ponentes do operador de posic~ao, n~ao e modicado, assim
 c0(1  p^ p^)p^ + 0mc2   e(r^) (~; t) = 0; (5.30)
onde a atuac~ao de p^ e r^ sobre  (~; t) e dada por
p^ (~; t) = ih
@
@
 (~; t)
e
r^ (~; t) = r (~; t)
.
Aqui  (~; t) e o que chamamos no captulo 3 de funcao de onda de
\quase-posic~ao". A equac~ao anterior pode ser reescrita como
h
 cp^0   cip^i + ^mc2   e(r)
i
 (~; t) +


(p^0)2   p^i)2 cp^0 + cip^i (~; t) = 0: (5.31)
Essa e a equac~ao que deve ser resolvida para encontrarmos a energia
do estado fundamental do atomo de hidroge^nio na teoria de Dirac com
comprimento mnimo. Observe que quando  ! 0 o hamiltoniano de
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Dirac da meca^nica relativstica ordinaria e reobtido, como deveria de
fato acontecer.
5.4 Determinac~ao de X imin atraves do estado fun-
damental do atomo de hidroge^nio
Esta sec~ao e onde se da o enfoque principal deste trabalho. Vamos cal-
cular a energia do estado fundamental do atomo de hidroge^nio na teoria
relativstica de Dirac dentro desse cenario do comprimento mnimo. Va-
mos ver que tal energia e func~ao do para^metro X imin. Comparando-a
com o valor medido experimentalmente, podemos obter um limite supe-
rior para X imin. Isso signica que o valor de X
i
min e menor ou igual
a este limite superior.
Para resolver a equac~ao (5.31) vamos realizar uma separac~ao de variaveis
do tipo
 (~; t) = e i
E
} t (~); (5.32)
onde E descreve a evoluc~ao temporal do estado estacionario  (~; t).
Substituindo em (5.31), temos
h
 E + c~:~^p+ ^mc2   e(r)
i
 (~) +

E2
c2
  ~^p2
 h
E   c~:~^p
i
 (~) = 0: (5.33)
Em vez de resolvermos diretamente essa equac~ao, o que n~ao e uma tarefa
muito simples, vamos utilizar um metodo aproximativo. Observe que
para  ! 0, E e a energia E da teoria relativstica ordinaria do atomo
de hidroge^nio. Portanto, se nos assumirmos que a escala de massa do
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comprimento mnimoMml e grande o bastante tal que a massa do eletron
e muito menor que ela ( = c
2
M2mlc
4 , ent~ao m
2c2 = m
2
M2ml
 1), assim po-
demos considerar o segundo termo como uma perturbac~ao. Consequen-
temente, a equac~ao (5.33) sugere que devemos assumir
E = Eml = E + m2c2E(1) +O(2) (5.34)
e
 (~) =  (~x) + m2c2 (1)(~) +O(2); (5.35)
onde E e a energia do autoestado  (~x) do atomo de hidroge^nio obtido
da teoria de Dirac na meca^nica qua^ntica relativstica ordinaria2.
Substituindo (5.34) e (5.35) em (5.33), nos obtemos para primeira ordem
em 
Eml = E + h j

c(~:~^p)3   E(~:~^p)2   E
2
c
(~:~^p) +
E3
c2

j i: (5.36)
Com o intuito de estimar um limite superior para X imin, nos calcula-
mos a energia do estado fundamental do atomo de hidroge^nio a m de
compara-la com o resultado obdido experimentalmente. Ent~ao, para o
estado fundamental, temos
Eml0 = E0 + h 0j

c(~:~^p)3   E0(~:~^p)2   E
2
0
c
(~:~^p) +
E30
c2

j 0i; (5.37)
onde E0 = mc
2
p
1  2 e a energia do estado fundamental  0(~x) do
atomo de hidroge^nio obtido na teoria de Dirac da meca^nica qua^ntica
2Poderamos ter escrito  (~x) como  (o)(~), mas preferimos essa outra forma para frisar o fato de
que essa func~ao coincide em sua forma matematica com os autoestados da teoria de Dirac ordinaria.
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relativstica ordinaria, mostrada na sec~ao 4.4. Depois de alguns calculos
(ver Ape^ndice A), encontramos
Eml0 = mc
2+ m3c4

1  2  24 + 45
22   

; (5.38)
onde E0 = mc
2.
A m de sabermos a real contribuic~ao do comprimento mnimo para a
energia do estado fundamental do atomo de hidroge^nio, e interessante
expandir Eml0 em serie de pote^ncias da constante de estrutura na. Fa-
zendo isso obtemos
Eml0  mc2

1  
2
2
  
4
8

+ m3c4

1  7
2
2
+
34
8

: (5.39)
Como pode ser notado, a soma dos termos independentes de  na equac~ao
(5.39) e a energia de repouso do eletron, o que pode ser facilmente ve-
ricado fazendo o operador de momento igual a zero na equac~ao (5.37).
Portanto, se subtrairmos a energia de repouso do eletron,
EML0 = E
ML
0  mc2   m3c4; (5.40)
chegamos a
EML0   mc2

2
2
+
4
8

  m3c4

72
2
  3
4
8

: (5.41)
Isso mostra que a correc~ao da energia do estado fundamental do atomo
de hidroge^nio e sempre negativa e de O(2), o que concorda com a re-
fere^ncia [23].
Poderamos esperar que no limite de pequenos valores de  nos recupe-
raramos o resultado de Brau [14], mas isso n~ao e verdade. Uma analise
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cuidadosa deixa claro que efeitos relativsticos provenientes da existe^ncia
de um comprimento mnimo na teoria devem ser mais signicativos que
os n~ao relativsticos.
Podemos fazer uma estimativa do valor do comprimento mnimo atraves
da comparac~ao do nosso resultado teorico com dados experimentais. A
precis~ao da medida da transic~ao 1S-2S dos nveis de energia do atomo de
hidroge^nio e de 4; 2 10 14 eV (2,466,061,413,187,035(10)Hz, uma pre-
cis~ao de 4 partes em 1015) [8]. Realmente, podemos fazer esta estimativa
do valor maximo do comprimento mnimo, pois a contribuic~ao de termos
de menor ordem para a correc~ao da energia do estado 2S que surge no
cenario do comprimento mnimo deve ser de O(2), pois os estados 1S e
2S tem a mesma simetria. Ent~ao, se atribuirmos esse erro inteiramente
a efeitos relacionados ao comprimento mnimo e assumirmos que efeitos
do comprimento mnimo ainda n~ao podem ser observados experimental-
mente nos encontramos atraves de (5.41)
Xmini  10 20m: (5.42)
5.5 Comprimento mnimo na teoria relativstica do
atomo H: Considerac~oes nais
Neste captulo nos estimamos o valor do comprimento mnimo atraves
da energia do estado fundamental do atomo de hidroge^nio. Para tal
feito, antes de tudo, foi necessario generalizarmos, para tre^s dimens~oes, a
algebra desenvolvida no captulo 3 dos operadores de posic~ao e momento
quando se considera o comprimento mnimo na meca^nica qua^ntica, que
era valida para uma dimens~ao apenas. Fato esse obviamente necessario,
pois, no sistema do atomo de hidroge^nio, o eletron se move sob a ac~ao
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de um pontencial coulombiano que e tridimensional. Embora Kempf
tivesse desenvolvido uma algebra generalizada para o caso em tre^s di-
mens~oes, ela n~ao e coraviante. Uma vez que pretendemos investigar
a modicac~ao teorica sobre a energia da estrutura na do hidroge^nio
causada pela existe^ncia de um comprimento mnimo, era conveniente
utilizarmos uma algebra covariante, ja que se trata de um caso rela-
tivstico. Portanto, passamos a utilizar a algebra de Quesne-Tkachuk
dos operadores de posic~ao e momento, que e covariante. Introduzindo
o sistema do atomo de hidroge^nio no cenario do comprimento mnimo
via modicac~ao do seu hamiltoniano por meio dos novos operadores X^
e P^ nos deparamos com uma equac~ao no m da sec~ao 5.3 nada sim-
ples de ser resolvida. A m de quanticarmos Xmin utilizamos um
metodo aproximativo na resoluc~ao daquela equac~ao, visto que os efeitos
de um comprimento mnimo nunca foram observados experimentalmente
e suas modicac~oes na energia do atomo de hidroge^nio, que devem ser
pequenas, poderiam ser tratadas com teoria de perturbac~ao. Assim,
comparando com dados experimentais obtivemos que Xmini  10 20m:
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6.1 Conclus~ao
O objetivo desse trabalho foi determinarmos um limite superior para
o valor do comprimento mnimo, atraves do calculo da energia do es-
tado fundamental do atomo de hidroge^nio na teoria de Dirac, modi-
cada dentro desse novo contexto. Para isso, foi necessario primeira-
mente introduzirmos no captulo 3 os conceitos de estados de maxima
localizac~ao e representac~ao de quaseposic~ao. O hamiltoniano de Dirac
para o atomo de hidroge^nio foi introduzido no cenario do comprimento
mnimo atraves da algebra Lorentz-covariante de Quesne-Tkachuk. O
uso da representac~ao de quaseposic~ao e conveniente para contornarmos
o problema da substituic~ao de X^i no potencial coulombiano, pois na re-
presentac~ao de quaseposic~ao o operador modicado X^i e igual ao x^i, para
O(). Para resolvermos o hamiltoniano de Dirac e calcularmos o estado
fundamental modicado pelo comprimento mnimo usamos um metodo
perturbativo, em vez de resolvermos a equac~ao exatamente, o que pode-
ria ser demasiadamete difcil. Comparando nosso resultado com dados
experimentais, foi possvel estimar um limite superior para o compri-
mento mnimo da ordem de 10 20m. Comparando esse resultado com
aquele que foi motivac~ao do trabalho, ou seja, o resultado obtido por
Brau em [14], 10 17m, por meio de uma teoria n~ao-relativstica (visto
que ele usa a equac~ao de Schroedinger), podemos notar que efeitos re-
lativsticos provenientes da existe^ncia de um comprimento mnimo na
teoria na verdade s~ao mais signicativos do que os n~ao relativsticos.
Um ponto importante ainda deve ser comentado. A covaria^ncia da teoria
deve ser questionada, pois com a existe^ncia de um comprimento mnimo
as proprias transformac~oes de Lorentz devem sofrer modicac~oes. Outro
ponto importante e que o limite n~ao-relativstico da teoria de Dirac com
comprimento mnimo pode ser comparado com o resultado de Brau a m
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de investigarmos a consiste^ncia das algebras utilizadas na introduc~ao
do comprimento mnimo, o que ca como sugest~ao para um trabalho
posterior. .
Captulo 7
Ape^ndices
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7.1 Ape^ndice A
Neste ape^ndice vamos calcular os valores medios
h 0j (~  p^) j 0i =
Z 
y0; 
y
0
 O ~  p^
~  p^ O

0
0

d3~x; (7.1)
h 0j (~  p^)2 j 0i =
Z 
y0; 
y
0

(~  p^)2 O
O (~  p^)2

0
0

d3~x (7.2)
e
h 0j (~  p^)3 j 0i =
Z 
y0; 
y
0
 O (~  p^)3
(~  p^)3 O

0
0

d3~x (7.3)
onde 0 e 0 s~ao as bicomponentes dos autospinores do estado funda-
mental,
h~xj 0i =

0
0

=
0@ F (r)Y1=2m 12 (; ')
 if(r)Y1=2m
+12
(; ')
1A (7.4)
e Y j;mj1=2 (; ) s~ao os autospinores comuns de j^z and J^
2 [13]. Utilizando
a seguinte identidade
~  p^ = ~  ~er
 
 i} @
@r
+ i
~  L^
r
!
; (7.5)
com
~  ~erYj;mj1=2 =  Yj;mj1=2; (7.6)
(~:~^L)Yjm
j  12
=

j   1
2

}Yjm
j 12
(7.7)
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e
(~:~^L)Yjm
j+ 12
=  

j +
3
2

}Yjm
j+ 12
; (7.8)
depois de alguns calculos obtemos
(~  p^)0 = i}dF
dr
Y
1=2;m
1 ; (7.9)
(~  p^)0 =

}
df
dr
+ 2}
f
r

Y
1=2;m
0 ; (7.10)
e
(~  p^)2 0 =  }2

d2F
dr2
+ 2
1
r
dF
dr

Y
1=2;m
0 ; (7.11)
(~  p^)2 0 = i}2

d2f
dr2
+ 2
1
r
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dr
  2 f
r2

Y
1=2;m
1 ; (7.12)
e
(~  p^)3 0 =  i}3

d3F
dr3
+ 2
1
r
d2F
dr2
  2 1
r2
dF
dr

Y
1=2;m
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(~  p^)3 0 =  }3

d3f
dr3
+ 4
1
r
d2f
dr2

Y
1=2;m
0 : (7.14)
Para o estado fundamental temos
F (r) = a0br
e ar; (7.15)
f(r) = b0br
e ar; (7.16)
onde
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 =   1; (7.17)
a =
mc
}
p
1  2; (7.18)
b =
mc
}

; (7.19)
a0 =

2a
b
+1s
(1 + )
  (2 + 3)
; (7.20)
b0 =
r
1  
1 + 
a0; (7.21)
com E0 = mc
2.
Portanto,
h 0j (~  p^) j 0i = mc

 
1  2 ; (7.22)
h 0j (~  p^)2 j 0i = m2c2
(2  )  1  2
 (2  1) ; (7.23)
h 0j (~  p^)3 j 0i = m3c3
 
1  22
 (2  1) : (7.24)
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